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. Complexe Functietheorie

te
Sittard
door
De H,J.A., Duparc
Hoofdstuk I

Inleiding

%1. Complexe getallen,

Wij onderstellen bekend:

le. de elgenschappen der complexe getallen;
ce. de belangrijkste elgenschappen uit de re¥le analyse;
je. de voornaamste eigenschappen van het Fuclidische platte vlak.

Wat 1e betreft, zij opgemerkt, dat het rekenen met complexe
getallen (dit zijn getallen, die in de gedaante a+ib te schrijven
zijn) formeel geheel geschiedt volgens de rekenregels der algebra,
waarblj men bovendien nog voor i? de waarde -1 mag substitueren.
De schrijfwijze van een complex getal in de gedaante a+ib is on-
Jubbelzinnig, d.w.z. twee complexe getallen a+ib en c+id zijn dan
cr slechts dan gelijk als geldt a=c én b=d., Hierbij 1is uiteraard
ondersteld, dat a,b,c en d re¥el zijn,

Wat 3e betreft, onderstellen we, dat in de streng opgebouwde
Fuclidische meetkunde o.a, een hoekbegrip is ingevoerd, dat aan de
bekende eigenschappen uit de Fuclidische meetkunde voldoet. Voor
re€le x denken we voorts de {uncties sin x, cos x, tg X enz, gede-
‘ineerd en de eligenschappen dezer functies, die in de goniometrie
worden behandeld, bekend,

Thans gaan we een verband leggen tussen de cemplexe getallen
en de punten van het Fuclidische platte vlak door het getal z=x+1y
te dcen corresponderen met het punt (x,y) van dit vlak; de coBrdi-
naten x en y zijn betrokken op een eenmaal gegeven vast coBrdina-
tenstelsel. De corsprong correspondeert dan met het getal O,

bekend noemt men x het re¥le deel van z,en y het ima-
glnaire. Men schrijft x=Rz of Rez; y=Iz of Imz.

Onder de modulus van een complex getal z=x+ly verstaat men
het niet negatieve g@talhwxé+yd; men geeft de modulus van z aan
door :z',

Cpg.1. Bewijs, dat de modulus van het complexe getal z gellijk is
aan de alstand van het punt z tot de oorsprong, Van welke complexe
getallen is de modulus positiefl en van welke is de modulus nul?
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d. modulus positief en van welke is de modulus nul?

Evénals ecn punt (x,y) van hct platte vlak eveneehs bepeaald is door
zijn poolcodrdinaten (r,giﬁ kan men een complex getal ook bepalen door
dc lengte |z] van de voerstraal on dc hoek o, die deze met de positieve
y-£5 nzakt. Deze hoek ¢ wordt het argument van het complexe getal 2 ge-
1wenmdy men schrijft qﬁx arg z. Men kan nog opmerken arg z = bg tg ég%%.
g, 2, Bewijs: {z} gin arg z = lz; §z} cos arg 2 = Rz,

Upg. 3. Is arg z door hct complexc getal z e¢cnduidig bepaald?

Om het punt z+w, woorin z = x+iy en w = u+iv, aan te geven, merkcn
we op, dat de codrdinaten hicrvan gelijk zijn aan x+u resp, y+v, zodat
uit op grond van meetkundige overwegingen het vierde hoekpunt is van een
rarallelogram, waarvan dric der hoekpunten
2ijn 2z, O ¢n w, \{

in kan ook opmerken, dat het punt
c+w o gevonden wordt door de vector Oz even-
wijdig aan zichzelf toe verplaatscn, zoda- /////,»/
L2, dat het punt O in w komt. Verplaatst ‘
ren Ow zodanig, dat O in 2z komt, dan vindt o
conn wederom hetzolfde punt. Mon kan dit //w””/
i.1t beschouwen als ecvn mectkundige illus- (}M h X
ratie van de eigenschap z+w = w+2z, |

Het punt ZqtZote. . t2, kan men vinden uit het punt Zqteo oty 4 door

R

van daar uit cen vector te construcren gelijlt en evenwijdig aan 0Oz,
Jpe. 4. Bewijs mcctkundig de bekende ongelijkheid

| z+w| < lzf + AP

Py o7 [ S e
vpg. 5. Bewljs N N
) 2z | < P |
p=1 D | = noq B

Bij gegeven z en w bestaat cr €6n en slechts &én getal s, zodanig
dot 248 = w, Immers s is het vierde hockpunt van een parallelogram, waar-
vin dric opcenvolgende hockpunten zijn z, O en s.

Wensen we op grond van deze definitie het punt -z bij gegeven z te
construcren, dan vinden we dat de punten -z ¢n z symmetrisch t.o0.v. de
corsprong gelegen zijn,

Opg. 6. Bewijs mectkundig z-w = z+(-w),

we., 7. Bewijs mcetkundig | z-w |

B e m——
i

&3

z| (derhalve kz—w{%;)ﬂz} - gwd).
jz-w | < 2| + |w|
Het product p van dc complexe getallen z en w zijn het gemakkelijkst
te vinden door de getallen te schrijven in de gedaante z = T(COSQ?+1 ainq%

W o= s(cosxp+ i ain\y). Dan geldt
p=rw=rs(cosy+ 1 UiﬂQﬂ)(QOﬁﬁ}+ i sin\y):rs(coa(%w+$ﬂ+ i ainﬁp+%),

—w\
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zodrt wij hivrmee bebbon - venien,dams de modulus van p is gelijk aman rs
er. het argument van p is gelijk man ¢ +Vy, in formule {zw} = |zliwis
relzw) = arg z + arg w,

Upgz. 8. Bewijs deze formules ook door van de rcéle en imaginaire gedeel-
ven i.p.v, de moduli en argumentern van z en w gebruik te maken,

De constructie van s = zw geschicedt het eenvoudigste door op te
werken, dat de driehoeken sOw en 201 gelijkvormig zijm, Hierbij is het
sunt 7 het punt, dat met het getal 1 eorrespondeert,

J. Bewije: zw = 0 dan en slechts dan als ten minste een der faotoren
Soenow onul ds,
De deling % is bij gegeven z en w mogelijk, mits w A0 is.

Z

Jp:e 10, Geef aan hoe men mecetkundig de plaats van = uit die van z en w

RN
. (#0) kan bepalen,

Lngr,

De complexe getallen vormen cen commutatief lichaam, Een deelli-
‘hoam niervan is o,a, het commutatieve lichaam der reéle getallen.

Het toegevoegde complexe getal z van z vindt men door 2z in de x-as
te splegelen,

2 :—iQ

Men heeft ®W = zw on verder 1zl = |z1° = zz. Hieruit volgt opniecuw

comakkelijk de formule voor de modulus van het product van twee complexc
~ctallen z en w, Immers !zw\g = ZW,ZW = ZWZW = ZZWW = ]z\2¥w]2, dus,
omdat moduli > 0 zijn, \éw\ = |z||w].

D¢ punten van het "recohter"halfvlak zijn gekarakteriseerd door
'z > 0O,

De omtrek van de cenheidscirkel (de cirkel met straal = 1 en mid-
dclpunt in de¢ oorsprong) wordt gegeven door |z = 1.
Ore, 11, Bewljs dat de inversic t.o.v. de eenheidscirkel door de volgende

-

“ronsformatic wordt gegeven
z! :l.
z

cio7, 12, Door welke betrckking worden de punten gekarakteriseerd, die
innen de cirkel met middclpunt z g en straal r liggen?

Du vergelijking von cen kromme f(x,y) = O in het complexe vlak is
.. wschrijven in de gedaonte f(Rz, I1z) = 0 dus g(z,zZ) = 0, waarin de
functie g door f bepaald is,

Onder de & -omgeving van een punt Z verstaat men de verzameling
der punten z gelegen op ecn afstand < & van Zge

In tegenstelling tot biJ de projectieve meetkunde, waarbi] men het
Fuelipintte vlak uitbreidt met cen oneigenlijke reehte en met "complexe"
punten, wordt het compleoxe platte vlak "afgesloten" met één enkel punt,
het punt z = .
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Onder een omgeving van het punt o wordt verstaan de verzameling
der punten gelegen builten con cirkel,

Lr is cen ¢én-¢énduidige afbeclding mogelijk tussen de punten van

% afgesloten complexc vlak ¢n de punten van cen bol d.m.v, stercogra-

iische projectie. Men denke zich een bol met middellijn = 1, die het com-

plexe vlek in de oorsprong rnakt en voege aan een punt z ven het complexe

wr

.

Y

i

D

[

e

2k toe het snijpunt van deze bol en de verbindingsrechte van het punt

met het op de bol gelegen tegenpunt van de oorsprong. Met het punt o
1o at men voorts dit tcgenpunt corresponderen,

Vi

I

e 130

o ——

et de eenheidscirkel van het complexe vlak correspondeert de

cquator" van de bol.

¢

R

Y’«’»‘;l,

‘o 14, ket twee punten, die clkeoars inverse zijn t.o.v. de eenheids-

e R ——

corresponderen op dc¢ btol punten, dic symmetrisch liggen t.o.v,

veguatorvlak,

o 15, Welke krommen in het complex. vlak wordt bepaald door de rela-

EEAE A —

5
i

bzt .2 R . (0 -
!2_ [ 1, }E:T = 3, R{z ) Ee 1, 1(&122233) = 0 %

I
ierin zijn Zy5 Zp €n Zy geglven complexe getallen en (ijZZBZ) stclt

Z-2, Zy=7
iubbelverhouding e} e VOOT ),
TEo P37

ol 16, Do opperviakte van de driehock met hoekpunten 2, b en ¢ is goe-

wsjk aan de absolute woorde van de determinant

code gedannte z o= so+(1-8)b (8 willekeurig rceéel)., Bewijs dit direct
cmet bohulp van de vorige opgeve,

b
)
o}

4

.

. 17. De rechte door de punten a en b is in parametervorm te schrijven

2. Wegen, gebicden en continua,

cuschouw twee relle getnllen oo en /3 met \Yﬁﬂe.

laat £(t) vn g(t) voor X<;1:§/g continue r¢éle functies zijn van t.

wordt de verzamcling der punten z = x+iy met x = £{(t) en y = g(t)

.M continuc kromme genoomd,

.

ten kan deze aangeven door de formule z = z(t) ( X <t g%(g).

Corrcsponderen met verschillende waarden van t verschillende punten,

x+iy, dan hect de kromme c¢en Jordanboog.

. 1. Een reeht lijnscgment is een Jordanboog.

Pra——

Len Jordanboog hecft steeds een oriténtatie; men zegt nl. dat een

nt Zq oan cen punt z, voorafgaat als voor de bijbehorende parameters t1
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en t2 geldt T, i;tz. Het punt z(«) heet beginpunt, het punt zgﬁ) heet
eindpunt van de Jordanboog.

Een punt z ligt tussen twee punten Zq en 2z, als voor de bijbehoren-
¢¢ parameters t, t1 en t2 geldt t1 <% :at2.

fen Jordanboog heet gesloten als f(x) = f(2); gl=) = g(s). Het be-
gin- en het eindpunt vallen dan samen. Dit is net enige punf, dat deor
twee verschillende waarden van de parameter kan worden bepaald.
Oi¢. 2, Een cirkel is een gesloten Jordanboou.

Kies op de Jordanbeog z = z(t);,x.ékt éz@ een aantal onpeenvolgende

l

tussen z_ = z(x) en z_ = z(8) gelegen punten Zy9Boyes. 2y 4. Indien de

0 n
cebroken rechte Z0ZqseeeyBy 4 B, VOOT iedere keuze van n en van de lig-

ring der punten ZqgeeenZy_ g eennbegrensde lengte heeft, noemt men de
Jordanboog rectificeerbaar.

De lengte van de Jordanboog is de bovenste grens van de lengten der
heschouwde gebroken rechten.

Het is bekend, dat de beschouwde Jordanboog dan en slechts dan rec-
tificeerbaar is, als de functies f(t) en g(t) van begrensde variatie zijn.

Een reetificeerbare Jordanboog heet een wegsegment,

Beschouw een aantal wegsegmenten met de eigenschap dat he¥ eindpunt
van elk (behalve het laatste) samenvalt met het beginpunt van het volgen-
de. De zo ontstane puntverzameling heet een weg,

Het beginpunt van de weg is het beginpunt van het eerste, het eind-
runt is het eindpunt van het laatste wegsegment, waaruit de weg bestaat,
Vallen begin- en eindpunt van een weg samen, dan heet deze gesloten.

Zijn de wegsegmenten alle rechte lijnsegmenten dan ontstaat een ge-
hroken rechte. Is de gebroken rechte gesloten dan heet deze een veelhoek.

De lengte van een weg 1s gelijk aan de som der lengten der wegseg-
wnten waaruit de weg bestaat.

Len wegsegment kan zichzelf niet snijden, maar een weg wel, Snijdt
zon vicg zichzell niet, dan heet deze enkelvoudig.

Ovg. 3. Ben recht lijnsegment is een weg; een cirkel is een gesloten en-
kelvoudige weg.

Volgens een theorema van Jordan verdeelt iedere gesloten enkelvoudi-
e weg het platte vlak in twee gedeeltens een binnen- en een buitengedeel-

Len gesloten georiénteerde weg heeft een positieve oriéntering als
et inwendige er links van ligt; ligt dit rechts, dan heeft de weg een
noegatieve oriéntering. '

In het vervolg onderstellen we, als het tegendeel niet vermeld is,
dat de te besochouwen gesloten wegen een positieve oriémtering bezitten,

Een verzameling heet open als bij leder punt der verzameling een po-
dtief getal f te vinden is, sodanig, dat de & -omgeving van dat punt
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(eheel tot de verzameling behoort.

*Len open verzameling heet samenhangend als twee willekeurige punten

ervan kunnen worden verbonden door een boogsegment dat geheel tot de ver—
comeling behoort,

Pen verzameling heet cen gebied als zi]j open en samenhangend is.
Len verdichtingspunt van een verzameling is een punt met de eigen~-

schap dat blj iedere gegeven positieve . minstens één punt der verza-

meling in de € -omgeving van dit punt te vinden is.

Len verzameling heet begrensd als er een positief getal M te bepa-

len des, zodat elk punt z der verzameling de eigenschap bezit dat

W s,

Len verzameling hect gesloten als zij al haar verdichtingspunten

Lavat,

Onder cen { -keten verstaat men een rij punten AsAy ho, e A WA,

vocanlg dat elk tweetal opeenvolgende punten der rij een afstand < z bo-

S

4.
U

Een gesloten verzameling heet samenhangend als elk tweetal punten

A tn B ervan bij iedere positieve gegeven & kan worden verbonden door

in oo =keten, die geheel tot de verzameling behoort, d.w.z. door een rij

ounten Ao’AT"‘°’An met AO = A en A =D, waarbij de punten Apyeoa A

o

-1

~le tot de verzameling behoren.

Len verzameling heet cen continuum als zi] begrensd, afgesloten on

somenhangend is,

o

We vermelden zonder bewl]s nog een paar eigenschappen:

‘2. Llke gesloten veelhoek is te verdelen in een eindig aantal enkelvou-

{iige veclhoeken en een eindig aantal segmenten die tweemaal deorlopen

»rden, eenmaal in de ene en eenmaal in de andere richting. Elk der en-

ivoudige veelhoeken wordt geheel in positieve of geheel in de negatie-

v richting doorlopen.

,ia Blkce enkelvoudige gesloten veelhoek kan door diagonalen, die geheel

oo

~anen de veelhoek ligeen, in drichoclken worden verdecld.

ol
[

¢

~

Tenslotte Dbewljzen we in verband met latere toepassingen de over-

tkkingsstelling van Heine-Borel.,

%13 D een afgesloten begrensde verzameling, Bij elk punt z van D

matrueren we een cirkel C(z) met z als middelpunt. Deze cirkels over-
ren D geheel (d.w.z. elk punt van D ligt in minstens een dezer cirkels).

De stelling van Heine-Borel zegt nu, dat men uit de verzameling van

oze cirkels C(z) er eindig veel kan kiegen, dic D reeds geheel overdekken.

i
(e

Buwijs: Wij geven cen indireet bewijs en onderstellen dat het niet.moge-

1ijk is om eindig veel cirkels C(z) te vinden, die D geheel overdekkey.

Daar D begrensd is, bestaat er cen rechthaek RO, waar D geheel in

iigt. We mogen aannemen, da®t R_ zijden heeft, die evenwijdig lopen met
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de codrdinaatassen., We verdlen deze rechthock in vier rechthoeken door
‘. belde rechten, dic de middens der overstaande zijden verbinden, Op
_rond van de onderstilling is tuen minste Bet in cen dezer vier rechthoe-

.o ogelegen decl van D nict door cindig veel cirkels te overdekken, Doze
r.chthoek R, verdelen we op overecnkomstige wijze in vier gedeelten en
vinden zo cen rechthock HS mcet de eigenschap, dat het in R2 gelegen ge-
G..lte van D niet door c¢indig veel cirkels tc overdekken is, Zo voort-
gaande vinden wij cen rij rechthoeken ROQR1,R2,..., elk bevat in de
voorgaande,

Beschouw de linkcrondcrhoekpunten dezer rechthoeken, De abcissen
cdervan vormen een monotuen nict afnemende naar boven begrensde rij cn
bezittoen derhalve ecn limict g}. Bvenzo bezitten hun ordinaten een limiet

. D¢ linkeronderhockpunten convergeren derhalve tot een limietpunt

= : + 1. 21] cen willekeurig positief getal, Beschouw een cirkel
¢ uiet straal - en mect middelpunt . Er bestaat dan een getal N zodanig
it alle rechthocken Rn met n - N geheel in C liggen,

De doorsmede van zo'n R, ¢n D is niet door cindig veel cirkels te
overdekken; dus deze bevat onceindig vecl punten van D, Binnen iederc

-omgeving van (U liggen dus oncindig veel punten ven D. Dus ¢ is ver-
dichtingspunt van ﬁ. D is afgcsloten, Derhalve behoort 55 tot D. Dus be-
¢r cen cirkel C(7 ), die het punt ¢ van D tot middelpunt heeft,

;uor voldoende grote n bestaat er een Hn,'diu geheel in C ligt., Dit voert
Lot een contradictie, want encrzijds is de doorsnede van Rn en D op grond
van de¢ constructie van Rn nict door cindig veel cirkels te overdekken,

anderzijds overdckt echter C(; ) deze doorsncde. Hiermede is de stelling

o

bewezen,

Hoofdstuk II
FUONCTIES

I, Continuitcit,

Indien aan clk punt z van cen gebied G één complex getal w is tocgu-
vocgd, noemt men w een eunwaardige functie van de complexe variabele z.
~on oschrijft w = £(z2),

G heet de¢ definiticverzameling van de functic f; z heet het argunent
Jer functie.,

Beschouwt men de reéle en imaginaire delem der getallen w en z,

wo= u 4+ 1vy Z = X + 1y;
dan kan men de¢ relatie w = f (2) ook schrijven in de gedaante

u o= u(x,y); v = vix,y); f(z) = ulx,y) + iv(x,y).
rierin stellen u(x,y) on v(x,y) reéle functies voor van de beide reiéle
variabelen x en y. 3
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D¢ Tunctie w = f(z) wordt in cen punt Z, continu genoemd als f(z&)
hestaat en hlim f(z) = f(zo) is. Anders geformuleeré; f(z) is continu
inocen puntAE;§0als bij iederc gegeven ¢ een getal ¢ te vinden is zoda-
: Je eelat (2(2) - £(z )\ & . Dit ge-
tal © is in het a%gemeen afhankelijk van =, Z, en de beschouwde functic

a1z dat voor alle z met lz - 2

&

7, lMen schrijft ¢ =c(2 ,2.,1).

G, 1. Onderzock voor welltn wanrden ven z de lfunctic

céntinu is.
+ 1 zijn
de functies u(x,y) cn v(x,y) ook continu in het punt (xo,yo) en omgekeerd,

1
o . 7z
Upg. 2. Als de functie f(z) continu is in cen punt z_ =

Definitie. Indien het in de hierboven gegeven definitie van continuiteit
van cen functie f(z) tedoelde getalff onafhankelijk is van z voor allc z
in een zeker gebied G, dan zegt men dat de functie F(z) in dat gebied G
cwlijkmatig of uniform continu is,
~felling. Als cen functie f(z) in een begrensd en afgesloten gebied G
continu is, is zij daar gelijkmatig continu.
cewijss Z1j gegeven een willekeurig positief getal ©
wegens de continuiteit der functie f(z) in G bestaat er bij ileder
wont z van G een getal ﬁ,zodanig dat if(z)- f(z')! € %< zodra '
} <:f’ . Beschogw nu bij leder punt z van G de cirkel CZ met middel-

Z

ot

pe)

.0t oz en straal 3 e Deze cirkels overdekken G geheel, zodat uilt deze
verzameling dezer cirkels een eindig aantal te nemen is, die G ook al ge-—
ccel overdekken. Laat de straal van de kleinste deger cirkels 4( zine

Vit getal © is derhalve alleen afhankelijk van het getal s en de functie

Beschouw thang twee willekeurige punten z, en z, van G met

Ty ZQJL.Q » Het punt Z wordt dan overdekt door een der eindig veelge-

vonden cirkels. Het middelpunt hiervan zij ES en de straal & 5"

e o - o *: ’: ! — ' /.}‘ < 1:)7' : i i -l < ‘\"',\..

cgens ( Z,] () I g Cx en {Z,] 22! Lo T (.,«; 18 \22 ) l Lol

lus z, en z, liggen beiden binnen de cirkel met middelpunt S en straal"

-

kl.. Hieruit volgt [f(z,) - £({ )i~ % _ en \f(zg) -] GBS,
dus {f(zq) - f(zz)\<fi,

e
g¢2. Differentieerbaarheid.

Def. Men noemt een functie £(z) differentieerbaar in een punt 2
»1lg bij elk positief getal & een getal & en een getal L te vinden zijn

zodanig dat voor iedere z met |z ~ zo\mné geldt
£(z) - 1(z,)

Z - 7
6]

t
- L{<{‘i .

Het getal L, afhankelijk van de keuze der functie f, is ook afhankelijk
van het beschouwde punt z_. Men schrijft L = f'(zo)u De functie f£'(z)
wordt de afgeleide functie van de functie f(z) genoemd.



i Een functie I(
clike 2 in G de afgeleide

Ten functie f(z) is
ot oant bestaat, waarin
shelling. Een analytische

ch
caiis.

41j gegeven

.

z) heet
functie
analyticch in een punt,
de functie analvtisch is.

Tunctio is continue.

als

een willekeurig positief getal

gebied G, als voor

er een oxmgeving van

< « Bepaal het getal

nodanig dat voor alle ¢ met |z - F.\Kgggeldt
AES DN G AV I
| 2 - ¢ |
Voor |z - i} < min (¢, ‘““i;ff-) heeft men dan
o L]+ - .
|z —<1c25.dus £(2) = ;(k“) - Ll< &,
duis
\£(z) = £( ) < (n] o+ )z -y lLEn

Quose1e Onderzoek de differentiecerbaarheid en continuiteit der functies

f(z) = z; f(z)

1
z 5 £(z) == 3 f(z) = arg z.
7¥1j gaan thans het begrin differentieerbaarheid nader beschouwen.
Als de functie w =

wifferentieerbaar is,

f(z) = vw(x,y) + i v(x,y) in een punt z
bestaat de limiet

£(z) - f(Z)

e s

X + 1y

z1 -7
het
tot

Voor geval het punt Zq 0=
Dugs :

ulx )+ vz, y) - ulx,y)+ iv(x,y)i

Xy + iy langs een rechte evenwijdig met de
z nadert.

Ty 1
SATTCD

f1(z)= lim

u(X17Y) - u(x,y) V(K1,y) - (%, v)
= lim TR + i lim —
X1 X A'] X‘] X 1

Dit houdt in dat de beide in het laatste 1id genoemde limieten be-

hY ‘w
. - oo o . & ./ .
staan, dewez. dat de partiéle afgeleiden 722 en :“X in het vunt (x,v) be-
. . Ju . )
stoan. Men vindt £'(z) = === + i ~== ; of korter geschreven
(& t
fi(z) = u, o+ 1. '
Cpie 2. Bewijs dat uit de differentieerbaarheid van f in het punt
' . 1 .
= x + iy volgt £'(z) = = (uy + iv. ).
Cuie 3. Als £'(z) = 0 is voor alle punten in cen gebied G, dan is f(z)
in dat gebied gelijk aan

een constante.

On grond van de gevonden formules volgt dat als £ in 2z =

£ —

x + iy differen-

cizerbaar is, de formules

(differentiaalvergelijkingen
X van Riemann-Cauchy)

celdens
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417 omgekeerd gegeven dat do hetrekkingen Uy = vy; uy = =V, gelden

in een punt (x,y). Beschouw cen willexeurig punt ¢ i,;z); dan is uit d=
analyss bekend )

ul ,“{)~a(x,y)=% HX<X7Y)+ Ty

% 1 >(I( E) _X>+§If uy(x,y)+ I‘2< (;)9 ) )\:\( " -v)

(
(5 ) =v(a )= v (e w, (E ) (0 =)
(

v (x : Uy -
: P s y)e r, Oy 0y (=)
waarin  lim v (¢ ,4 ) = O i=1,2,3,4).
N it h
(= Z
ousn wegens .
c =X A
—_— e
i S -z | = A A
)
L w( ¢ )= w(z) . (uriv ) (e -x) + (gy+ ivy)(rl-y) _
lim . = lim - =z
. ¢ =2 ¢ =g
-z N ¢ -3 4 2

= + 1
YUy Vi

sormee de differentieerbaarheid is aangetoond.

Later zullen we aantonen, dat uit differentiferbaarheid van
= U + 1v in cen punt z volgt, dat de varticéle afgeleiden van de tweede
s der functies u en v bestaan. Daaruit volgt dan

Ut uyy = va - ny =0

vV, + V = -u_ + u_,_ =0

XX vy Xy Xy
s Tunctics u en v voldoen dus aan de differentisalvergelijking
C2 -2
[N Ts ’[ )
s = O
e o y'

i
ie hicraan voldoen heten harmonische
oot zantal bekende rogels ulit de differentiaalrekening is ook

~Lldig voor complexe Tuncties.

- . 2 1 n . - .
. 4. De functies z; 273 —~ 3 z (n geheel) zijn analytische

P S Z

Do De  Alz T en g mralytisch zijn heeft men
(f £ g)'= T x g'; (fg)' = f1g + fg'.
Oute 6 Is f analytisch in z c¢n ¢ analytisch in f£(z), dan is yﬁ(f(2>> een

nalytische functie van ze.
b \/ pe 97 f ©°
b / 2 /£ *z

s (e Ben analoge stelling geldt over het begrip continuiteit. Is L

Hh

on hee

Lvinu in z en ¥ continu in f(z), dan is §/(f(z)) continu in z.



HOOFDSTUK III
Integratie in het complexe vlak.

éﬂ. Definitie van lijnintegraal.

Beschouw een willekeurige in het complexe vlak gelegen weg C bepaald
z(t)=x(t)+iy(t); >x< t »«8, zi) zf)=a, z(@}mb

Laat op ieder punt z van deze weg een eenwaardige continue functie f£(z)

van z gegeven zijn.

Beschouw thans een willekeurig stel re¥le getallen toma,t

tn-—'}' tnwf; met to< t,}(tg(...«aj t. ﬂat en stel

ZRSZ(tk) (kmO”‘,ot.,n).

door

1,t2;-.-

Z1i] %L\een willekeurige op het segment (Zk’zk+1) van C gelegen punt.
Dan noemt men de som

5=(2,-20) () H(25m2 )00 )4 ob(zmz )0, q)

een som van Riemann, De waarde van S hangt af van de kromme C, de getal-'
len X en;B, de functie f, het getal n en de keuze der punten Zhseees
Z,_4 €n i; ,...,(ﬁmq. Wij zeggen dat door het getal n en de getal-

len tq,...,tn_q, die de punten ZaseeesZy_ 4 bepalen, een verdeling V

.
e

wordt vastgelegd., De som S hangt dan af van C,tx,(5, f en V en<;a,..., §
Men schrijft S=S(V). De uitdrukking
max ‘ {
k=0, a0yt Eieaa by
noemen we de fijnheid A (V) van de verdeling V.
WiJ zullen aantonen, dat als een overigens willekeurige rij verde-

lingen V,sVss... de eigenschap heeft, dat limcﬁ(Vn)=O, de uitdrukkingen
! n-—=a
tS%V,‘), S(Vg),... tot een eindige limiet naderen, die de integraal van f(z)

langs de beschouwde weg C wordt genoemd Men schrijft

lim SV, )= / )a¢  of /E‘ )de .

n-—»00 A T

De eerste schrijfwijze is in zoverre onvolledig, dat er niet uilt Blijkt
hoe, d.w.z. langs welke weg het punt<3 van a naar b loopt.
Bewijs: De functie f(z) is een continue functie van z en z is een conti-
nue functie van t, dus f(z(t)) is een continue functie van t. Wegens een
stelling ult hoofdstuk II,¢ 1, is in het afgesloten interval («,s) dege
furctie f£(z(t)) dan een uniform continue functie van t, d.w.z. er 1is

bi]j ieder getal £ een van t en t' onafhankelijk getal é’te vinden met
(1) | £(z(£))-£(2(t")) |[< gp » zodra |t-t'j<d,
Hierin stelt L de lengte van de weg C voor.

We beschouwen nu twee verdelingen V en V', waarin A (V) en A(V')
beide kleiner zijn dan het zojuist gevonden getaltf. Tevens beschouwen
we de verdeling V", die alle deelpunten van V eu V' tot deelpunten heeft,
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De fijnheid van V" is dan ook ). Om cen bovengrens voor iS(V)-S(V’)(

af te leiden, beschouwen we eerst het veraehil S(V)-8(V"). Hierin is
r\

Yu -

e T L R FAAE LIS A PR PR P WL

S(v")a\%‘—w (zk'!_,}”"zk")f(ék"); 2) k“$Z(Tk");tk"? ‘{: ! (; *
IR

o= Y

ies nu twee willckeurige opvolgende deelpunten Z), €n 2z, 4 van V. WiJ be-
palen de bijdrage van het hierdoor bepaalde segment van de beschouwde
kromme tot S(V) en S(V"). De eerstgenocemde bijdrage is (Zh+ﬂ'zh)fﬁgh)'

Bij de verdeling V" kunnen behalve z, en z, , meer deelpunten optreden, nl.

" " "
2y =2y 2541 ”"’Zp+m_ﬂ =Zp . 4 (?§t>niguur113ke getal m hierin
Dan is de bljdrage van deze verdeling

¥y

*;":"" "_ 1 P n
fmf(zp+k+1 Zosie VTG e ) -
Hot verschil der bijdragen is derhalve

-

; _ "_ il "y
(2 pq-2p) T () i%s(zmkﬂ 2o V(S pai")=

(Al
__\\ "n_ o ’ 1
T L (zp+k+1 ‘p+k gh p+k )
T 4o ) e 1 > 5 a9 /” "
ﬂh/dc bij Sn en §p+k behorende waarden p €N Z§+k minder verschillen

dan 2 (immers men heeft ¢t t

- 'ad ¢ e ”‘ _ (

is wezens (1)
j LAY A
\f(‘}h)—f(i;pﬂi )i('gr‘ -

Derhalve 1s de absolute waarde van het verschil der beschouwde bijdragen
-

2 i M | p
< ?I'Zz;}zp+k+1 "4y TR AR CIE P P
waarin L(Zh’zh+1) de lengte van het uegment van de kromme, begrensd doorx
Z, en Zh+1\ aangeeft,
Yle vinden dus ,
]s(v)-s(v")]gﬁ L= 5.

T enzo .
|s(vi)-s(v)] £ 5,
|s(v)-s(vr)|<E,
zodra de fijnheid der verdelingen V en V' kleiner is dan het van £ en L

afhankeli jke getal<{.
Peschouw nu een willekeurige rij verdelingen Vq,Vg,... met

waarult volgt

lim &_‘(V )=0
n-Qa
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»

Er bestaat dus een getal N zodanig, dat voor alle m>N en n>N geldt
a(v )< S(&); 8(V,) < O (5,

dus wegens het bovenstaande fs(vm)-s(vn)\<g,, zodra m,n> N. Volgens

het convergentiecriterium van Cauchy bestaat dan 1§m S(Vn), waarmede

de gevonden stelling bewezen 1s. noe

De gevonden limiet is onafhankelijk van de keuze der ri} vﬁ,vg,... . Be-

gchouw nl. twee rijen verdelingen vq,vg,".;v;yg',... met limz;(Vn) =

1~ QO
= 1lim A (Vm')mo.
Ny M
Dan nadert voor de rij verdelingen V1,V{, Vos Vo'yenn ook de fijnheid

tot nul, dus deze rij levert een limiet der bijbehorende Riemann-sommen
op, die men kan vinden door hetzilj de deelri] Vq,Vz,... hetzij de deel-
rij V%,Vé,... dezer rij te nemen, zodat de limieten van S(V ) en s(v,")
dus gelijk zijn.

?oepassingen.

We berekenen de integraal ,p(h genomen langs een weg C met beglinpunt
a en eindpunt b; hierbij stelt p ecen van z onafhankelijk constant getal
voor. Bij een willekeurige verdeling V met deelpunten zo”a’zq’ze""’zn—Q’

. z,=b vindt men voor de Rlemannsom S(v) de waarde
1

S

%:sz+q“zk)p“(b’a)p; \
o

deze waarde is onafhankelijk van de verdeling, dus

p dz=(b-a)p.
o ;

Om de integraal J/ z dz genomen langs cen weg C te berekenen, gaat men
[
analoog te werk, Men heeft "
< .
= ) - C
S(V)= £ (204972 S e

o

/ : S o= a ¢ = . : :
We kiezen eerst >k‘zk’ daarna K Zpeq E1 krijgen dan

2 . . 5 2
25(V)= 1 (2, 4=2, ) (2 g2y )= 2 (21472, 7)

i oot s

_b2-a2,

Fus /2 dz:%(bz—ag).

De waarde van beide integralen bleek onafhankelijk te zijn van de keuze van
de weg C, die de punten a en b verbindt, Anders is dat bij de integraal

der functie R(z), zoals uit de volgende opgave blijkt,

Opg. 1. Bereken 4CR(z)dz en “/R(z)dz. Hierin is W, de weg, die het punt O

A
4 v

rechtlijnig verbindt met p enﬁp rechtlijnig met p+ig, terwijl wg de oor-
sprong rechtlijnig verbindt met ig en ig rechtlijnig met p+iq.
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;’g(z)dz.

v s

Opg. 2. Bewijs: /dgf(z)+g(z)idz:g/f(z)dz+
¢ ; }“ < ¢
Opg. 3. Bewijs: Jjaf(z)dzma//f(z)dz
. e
als a een constante voorstelt. :
Tenslotte leiden we een schatting af voor j/f(z)dz, die van groot
belang is, W
Onderstel dat op W de functie f(z) voldoet aan | f(z)|

eerst weer een Riemannsom S= E:(z -z, )0(C, ).
I kK+1 "k Yk

M., Beachouw

i
o
.,

Dan is p—
1Sl & M%:\zk+q»zk\.
De som Z;\zk+1—zk\ stelt voor de lengte van de gebroken rechte

201295205052, die ¢ L i8, waarin L wederom de lengte van W voorstelt.
Dan heeft men

/

151 ¢ ML, dus ook §/f(z)dz§§ML.
W

~,

3'2' Berekening van 1lijnintegralen,

Beschouw een wegsegment C gelegen in het complexe vlak, dat bepaald

is door
z(t)=x(t)+iy(t); x < t@ﬁ.

De functies x(t) en y(t) worden hier continu differentieerbaar veronder-
steld. Z1J w=u+iv een continue complexe functie van z op C., Wij stellen
ons thans tot taak om de integraal van w langs C te berekenen, d.w.z. wi]
zullen voor de re¥le en imaginaire delen van de integraal zekere re€le
integraalvoorstellingen afleiden,

Beschouw weer cen rij verdelingen V,,V met lim Q»(Vm)=0. Wij

’l"
2 m-» Qo0
gaan nu de bij een dier verdelingen behorende Riemannsom

Vi

2 (2 4=z )W)

heo
vervormen, Deze som is nl, gelijk aan
oy e ST - .
57 (g2 dul )= 2 (N i v G+ (% g xk)"(j k)
(:" . _ »~
2 (Vi ndu(y ) -

We bepalen de limiet van de eerste der vier sommen in de laatste formule.
Voor de andere drie vindt men op analoge wijze de limiet.

Wegens de middelwaardestelling van de re¥le analyse vindt men dat de
cerste som gelijk is

;\;(gig-)tz,k, ($, ) (tyy =ty )
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waarinT,K ' een geschikt gekozen in het interval (tk’tk+4) gelegen punt
is. Voor deze som kan men ook schrijven

S(a"f)tu‘r US4 (Eiepq=ti) + 2 2 ul( ) (8 q-ty),

waarin ax
-

a‘t’)tm’i‘

dx
ry =(=F)
k- \dt tztk' "

Wegens de continulteit van %% in het gesloten interval (w/@) bestaat er
een van t onafhankelljk getal d , zodanig dat \( )t —{ )t ygi,

zodra it1-t2h35

Daar de fijnheid der verdelingen V Vg,... tot nul nadert bestaat
er cen getal N, zodanig dat de fijnheid van V kleiner is danag
zodra n > N. Beschouw nu Riemannsommen voor zulke verdelingen Vn. Daar-
voor geldt dan 1rk\<z, zodat een der termen der Riemannsom voor zo'n
verdeling gelijk is aan

(1) 84U= 2T e w1 (i),

waarin . . ,
] ‘“Zl%u(ﬁ«:) (tyaq=ty )€ €U
hierin stelt U het maximum voor van de continue functie u(z(t)) in het
gesloten interval («,j3).
Gaan wiJj thans in (1) over tot de limiet dan vinden we links de
gezochte integraal, terwijl het rechterlid tot limiet heeft

£
//ﬁ(z(t)) %% dt,

o

waarmee de gevraagde herleiding gevonden is. Men heeft dus:

S

i

gl
/ w(z)dz= //(u+iv)(x'+iy’)dt,
w ol
waarin in de integrand in het rechterlid onder x' en y' wordt verstaan
resp. %% en %% .
Toepassing.

Kies voor W de eenheidscirkel met vergell jking x=cos t; y=sin t;
O<5t<12 T,

7ij w(z)=z (m geheel en # -1). Dan heeft men
T
//; dz= //kcos t+i sin t)™(-sin t+i cos t)dt:i//l(cos t+i sin t)m+1dt
o h

zi'/?cos(m+ﬂ)t+i sin(m+1)t§dtm0.
Voor m= -1 heeft megida%rentegen -

{T%?»z.//(cos t+isin t)'q(-sin t+i cos t)dt=J/’idtm27Ti.
0
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Opg. 1. Zij gegeven een willekeurig punt. .z # 0, Laat de verbindingsrech-
te van 2 en O de eenheidscirkel in een punt a snijden, Bereken nu de

integraal éﬁ;’ waarin de integratieweg van 1 via de eenheidscirkel
1

naar a loopt en vervolgens rechtlijnig naar z. Bereken deze integraal
ook, indien men eerst van 1 rechtlijnig naar het op de re¥le as gelegen
punt | z| loopt en daarna vandaar naer z langs een cirkel met de oorsprong
tot middelpunt.

Opg. 2. Zijn a, b en c drie punten, die op een weg W liggen, dan geldt
voor de 1nt§gratie langs W

¢ ¢
j{ f(z)dz + jf f(z)dz = J[ f(z)dz.
2 b b a
a
Opg. 3. Bewijs jf f(z)dz = - jf f(z)dz, waar bij de beide integralen
a b

wordt geintegreerd langs eenzelfde weg W, echter in verschillende rich-
ting.

Hoofdetuk IV
Integraalstellingen

§1. Integraalstelling van Cauchy,.
Zij G een enkelvoudig samenhangend gebied., Beschouw een gesloten
in G gelegen weg W,
Ilaat f(z) een in G analytische functie voorstellen. Deze functie
f£(z) is dan ook analytisch, dus continu, dus integreerbaar op W,
De integraalstelling van Cauchy zegt nu dat onder de genoemde voor-
waarden geldt

ff(z)dz = 0,
W

Wij bewijzen de stelling eerst voor het geval, dat W een driehoek
is, dearna dat W een veelhoek is en daaruit tenslotte voor het geval,
dat W een willekeurige gesloten weg is.

Allereerst beschouwen wij dus een in W gelegen driehoek D, Onder-
stel dat de langs de omtrek & van D genomen integraal van f(z), niet
gelijk was aan nul. Dan gold ‘uff(z)dz ﬁ: P > 0. Door de middens der
drie zijden van driehoek D met.glkaar te verbinden, ontstaan vier con-
gruente driehoeken D',D",D™ D'V resp., met omtrekken A , &, A, A .
Op grond van opg. 2 en opg. 3 der voorafgaande § heeft men ale bij elk
dezer driehoeken de integratieweg dezelfde ori¥ntering heeft,

lff(z)dzi - ‘ff(z)dzz + ‘/f(z)dz‘ + } /f(z)dzl > b,
'S A" e a*

zodat zeker één dezer integralen in absolute waarde ;3 % is, Die drie-
driehoek, voor welke de integraal van f(z) langs zijn omtrek, absoluut
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genomen, > %{3— is, noemen wij Dy en zijn omtrek & . Uit D, krijgen we
door verbinding der middens van de zijden zeker één driehoek D2 (met
omtrek A ), waarvoor

‘[f(z)dz -EQ-

Zo voortgaande v1nden we een rij driehocken D,D
resp. 4, Q Boy..), waarvoor geldt

/f(z)dz

Evenals le het bew1gs der stelling van Heine Borel is het duidelijk,
dat de overeenkomstige hoekpunten van de driehoeken D,D.] ’DZ"” een
puntenri] vormen, die een 1imiet§ bezit., Het is duidelijk, dat het
punté gelegen is binnen of op de omtrek van elk der driehoeken D ZD1,
Doyeee . Deze driehoeken liggen geheel in G dus g ook, Daar f(z) in G
analytisch is, is f(z) analytisch 1n<§ zodat bij een willekeurige ge-
geven positieve £ een (S te vinden is met

ﬂ%lﬂ@-f@)‘(g , zodra |z-—§(<8 (en z € G)

Derhalve f(z)=f(3)+(z-3)f" ()+(z-3)0 & , waarin |O|<1. Daar elk der
driehoeken D,D,,D,,... afmetingen heeft, die de helft zijn van die van
zijn voorganger, bestaat er een getal N zodanig dat D geheel binnen de
& omgeving van § ligt als n 2 N, Voor n» N he.ft men derhalve

/f(z)dz ../f(§)dz + /(z~§)f'(§)dz +/(z-—§)@5 dz,

AV,
dus wegens enige reeds bekende elgensohappen van 1ntegralen

fﬁé]f(g)\édz +,f'(§)‘£zdz -Bf"@)l/ dz + izll/(z—g) O dz\:

A

Lg%

19D5y ... (met omtrekken

S 04+0-0 +5V (z-¢) O ad,
A

De laatste integraal is wegeﬂrtls de schattingsformule van de integralen,
absoluut genomen, ten hoogste gelijk aan

1. max |z -%ls,

zZ €A,
waarin Sy de lengte aangecft van de omtrek van Dn' Derhalve vindt men
2 Sg
JE2 L€ 5, =€ S2n’
dus P L € sg. Kiest men het willekeurigev getal € < -EQ-, dan is hiermee
N

s
een contradictie gevonden zodat de onderstelling p ;400 onjuist is,

Derhalve /f(z)dz = 0,

Is vervolgens de integratieweg W een veelhoek V, dan is deze door
diagonalen, die geheel in het inwendige van V liggen, te verdelen in
driehoeken. langs de omtrekken A, A, ..., A van elk dezer driehoekecn
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D1,D29.'L,Dn integrerend met een vaste oriéntatie heeft men

Sraz=0  (x=1,2,...0),
AYS

dus na optelling vindt men wegens het wegvallen van de integraal over
twee rechten, die in tegengestelde richting worden, doorlopen,

d/f(z)dz = C,

Beschouw tenslotte een willekeurige enkelvoudige gesloten weg W,
gelegen in G. Er bestaat dan een getalﬁq zodanig, dat alle punten op
afstandé.nz van W verwijderd, geheel binnen G liggen. Beschouw al deze
punten, die sen, zoals men gemakkelijk aantoont, gesloten deelverzame-
ling D van G vormen, Daar de functie f(z) continu is in G, is zij uni-~
form continu in D, d.w.z. bij elk getal € > O is een getal § te vinden
zodanig dat voor elk tweetal punten z' en z" in D geldt,

l f(z') - f(z"){<f gi, zodra |z'-z"| < S .

Hierbij stelt L voor de lengte van de gesloten weg W; het geta1.5 is on-
afhankelijk van de keuze der punten z' en z'",

Om nu %ff(z)dz te bepalen, kiezen we op W een aantal deelpunten
2012193205 00952, = 2 met de eigenschap, dat de gebroken rechte
Z Z4%25,..2 z die wi] C noemen, geheel binnen D ligt en verder dat
o"172 n-1"n’ !
n nats 8eldt ‘z~sz <6

(h = 0,1,...,0=1). Dan heeft men alsdf en J/resp. integralen voorstel-~
(W) (c)

voor elk punt z op W, gelegen'tussen” 2z, en z

len langs delen van ¥ en C

2y +1 “n+1 “h+1 Zh 41
f‘g; f(z)dz -ég f(z)dz‘ = ’gi { f(z)—f(zhﬁ az —ég {ﬂ@—ﬂzhkﬁ\<
(w) (¢) (W) ()
< é% 2y, 2p,q) * %ﬁ EX théf%% 2y s2p4q)
Dus n-1
l/f(z)dz’ =}/f(z)dz -/ f(z)dz’é %—Z L(Zh’ZhH) < e,
W W é h=0

Hieruit volgt het verlangde resultaat dat voor een willekeurige geslo-
ten enkelvoudige weg W de integraal‘/'f(z)dz = 0 1s, Voor een wille-
keurige niet enkelvoudige weg W isVde stelling ook julst, want men kan
deze beschouwen als som van een aantal enkelvoudige wegen.

Uit de thans gevonden stelling leiden wi]j een belangrijke eigenschap
af,

Zij in een gebied G de functie f(z) analytisch. Beschouw twee wil-
lekeurige in G gelegen wegen W1 en W2, die beide twee punten a en b
verbinden. Dan heeft men wegens het bovenstaande

Jrf(z)dz =0,
W
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waarin W een weg voorstelt, die in a aanvangt,langs W1 naar b loopt en
van daar langs Wé = -W2 naar a gaat, Derhalve heeft men

]ff(z)dz = J[f(z)dz

W1 W2
zodat de waarde van de integraal / f(z)dz onafhankelijk is van de lig-
ging van de weg, die a met b verbindt, mits deze geheel in het gebied
G gelegen is, waarin f(z) analytisch is. Bij gevolg definidert de inte-

graal b
]f(z)clz

a
een eenwaardige functie F(b) van b, waarvan de waarde onafhankelijk is

van de keuze van de in G gelegen weg, die a en b verbindt,

Wij bewijzen dat deze functie F(b) een analytische functie van b is.
Daartoe beschouwen we een vast positief getal € . Daar f(z) in b ana-
lytisch, dus continu is, bestaat er een getal.& zodanig dat
‘f(b‘) f(b)f<ﬁ£ is voog elk punt b' met ]b'—bgfiﬁ Dan heeft men

F(b')-F(b) = / £(z)az —/f(z)dz =b/ £(z)dz,

a
waarbij we in de laatste 1nt@graal de integratieweg rechtlijnig mogen

kiezen. Wij vinden dan b!

/ flz)az - f £(b)dz }{f(z)—f(b)} dz
Eipfgfﬁiﬁl - £(bv) = B - b _Db ‘
b'- b bie D P'= b

De absolute waarde van het laatste 1lid is ten hoogste

&b'—bl-max ;fgég féF)'.\ £,

zodat wij vinden dat de functie F(z) in b analytisch is, terwijl boven-

dien blijkt, dat _d_%‘_(z_) - £(z) is.

Tenslotte vinden we nog dat voor cen op een integratieweg, die de

punten a en b verbindt, analytische functie f(z) geldt
S £(z)az = F(v) - F().

Immers lgnkerlid en rechterlid zijn beide functies van b en hebben resp.
tot afgeleiden f(b) en F'(b) welke functies identiek zijn. Derhalve is
de integraal, afgezien van een van b onafhankelijke constante, gelijk
aan F(b) en door de keuze b = a vindt men dat die constante gelijk is
aan ~F(a), dus dat de beschouwde integraal gelijk is aan F(b) - F(a).

Van de eerste gevonden integraclstelling geven wij thans enige toe-
passingen,
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§2. De residuenstelling. :

Beschouw een gesloten georiénteerde enkelvoudige weg W1, gelegen
binnen een gebied G, Zij] W2 een eveneens gesloten enkelvoudige weg, die
geheel binnen W1 ligt en dezelfde oriéntering heeft als W1. Als een
functie f(z) analytisch is in G, heeft men

\/ff(z)dz Jff (z)dz. Immers door het

2
aanbrengen van een tweetal verbindings-

rechten ab en cd van de wegen W1 en W2
ontstaan twee gesloten wegen abWZOdW1a
en all,dcW,b binnen en op welke f(z) ana- V/
lytisch is, zodat over die wegen geldt

d/f(z)dz = 0. Na optelling vindt men

ult deze beweringen

J/f(z)dz - J/f(z)dz =0
W W

Het is duidelijk, dat de bewering ook geldt als men niet weet of f(z)
binnen W29 maar nog wel dat f(z) op W2 analytisch 1is.
Opg. 1. Bewijs J[ dz = 27 i, waarin C een willekeurig gesloten positief

georiénteerde Weg is, die het punt a in zijn inwendige bevat,

Beschouw thans een aantal gelijk georiénteerde buiten elkaar gelegen
gesloten enkelvoudige wegen W1,W2,...,Wn. Zij W een gesloten enkelvoudi~-
ge weg met dezelfde oriéntatie, die de wegen W1’W2""9Wn in zijn inwen-
dige bevat. Dan geldt voor iedere functie f(z), die analytisch is binnen
W (mear binnen W1,W2,.H,Wn niet analytisch behoeft te zijn)

,/f(z)dz —_i:: /ff(z)dz
V=1 W,

Voor het bew1gs verbinde men W met W1, W1 met W2, W2 met W3, veeg W

met W door "kanaaltjes'" en merke op, dat het verschil van linker- eﬁ
rechterlid der te bewijzen betrekking te schrijven is als een som van
een aantal integralen genomen over gesloten wegen, waarop en waarbinnen
f(z) analytisch is, zodat elk dezer integralen volgens het bovenstaande
nul is,

De zojuist bewezen stelling wordt de residuenstelling genoemd. Zi]
leert ons de waarde van jpf(z)dz berekenen, zonder dat binnen de geslo-
ten weg W de functie f(z overal analytisch behoeft te zijn. Is nl. f(z)
slechts niet analytisch in de punten z,,Zo,...;%,, dan is de integraal
gelijk aan de som van een aantal termen, De eerste is afkomstig van

f(z)dz, waarin C, b.v. een cirkeltje met middelpunt z, voorstelt,

wéarvan de straal zo gekozen is, dat geen der punten ZZ’fB""’Zn gele~
gen 1s binnen 01. Men noemt de waarde van de integrazl T f(z)dz
wel het residu van f(z) in het punt z,. 1
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Men ziet dan dat E%I.é'f(z}dz gelijk is aan de som der residuen van

£(z) in de¢ binnen C gelegen indig veel punten, waarin f(z) niet regu-
li%ﬁr is ®

N.B. Als £(2) in een punt z, el regulier is, is het residu van f(z)
in z  natuurlijk nul, zoals uit de¢ integraalstelling van Cauchy volgt.

§3. Toepassingen van de integraalstelling van Cauchy,
Stelling. Als f(z) in een gebied G analytisch is, dan geldt voor elke
positief geori¥ntecrde enkelvoudige in G gelegen gesloten weg C en elk
punt 2z in het inwendige van C

Y £{0)]

f(z) = T /, &=t ds.
Wij zien dus dat, als een analytische functie vastgelegd is op een ge-~
eloten enkelvoudige weg C, haar wearde in elk punt van het inwendige
van C bepaald is.
Bewijs: Men heeft

it

1 J[f(z) 1 ‘/Ega)~fgz)
271 5-2 ds + 75y o 8% ds =
_ fgzg ds 1 £(s)-f(z)
= - — ?ﬁrf'g/. - ds,
1

1
wzarin C, een in G gelegen cirkel voorstelt met 2z tot middelpunt, Wegens

i} E%% = 277 1 rest ons dus slechts aan te tonen, dat zLﬁ%Egigl ds gu~
C i

lijk is aan nul. Kies nu de straal r van cirkel C1 zo1k1ein dat voor clk
punt s op C; geldt ’f(a)uf(z))<‘€ , hetgeen wegens de analyticiteit nus
coni.nufteit van £ in G (dus in z) mogelijk is. Dan heeft men

é/”££82~f§z) az
5=z

dus de Dbeschouwde iktegraal is inderdaad nul waarmee de stelling bewe-

5;§;2§1£ = 2TE,

zen is,
Stelling. Als een functie f(z) in een gebied & analytisch is, bestaat
in ieder punt z van G de functie anf(z) = f(n)(z) en men heeft

‘ az"
f(ﬂ)(z) = ?%?T‘g/%;§é?%:T ds,

waarin C wederom een gesloten enkelvoudige positief georiénteerde in G
gelegen weg is, die het punt C in zijn inwendige hevat,

Bewijst Voor n = O is de bewering identiek met die van de vorige stel-
ling. Zij thans de bewering aangetoond voor n-1 in plaats van n, Daar-
uit leiden wij haar dan af voor n zelve, Wij mogen de willekeurige ge-
sloten integratieweg C vervangen door son eirkel C1 met straal r en mid-

delpunt z, Nu is voor een willekeurig punt Zy met tz—zm!< min(%r,&;1)



f(n-1)(zm>_f(n~1)(z)

_.nl £(8) __ 45 =
Zm*Z 27 1 01 (S_Z)n+
f(s) _ _f(s)
(s-z_ )" (s-2)"

-1) 1 £
= (g5ri ) - Z ~% - (Sn2§211£.ds =
= n-— f { 1 ‘ 1 () o ¢ @

gy J/. ) (s~z)"(s~2) (S~zm)n'1(s—Z)‘ i .

m
n—12 1 1
= T - des
Z:— f (S){(S_Zm)n_\)(S*z)\).&’[ (S—Z)W} 5]

N=0 ¢,

Wij tonen aan dat elk der in het laatste 1lid optredende integralen
willekeurig klein i1is, Immers men heeft voor de vcintegraal

f(s) 1 1
I, = J[ ( - )ds =
» 01(S~Z)v+1 (s_zm)n-v (S_Z)n~9
j[f(s)(z—zm){(s—z )n”v"1+(s~z )n"v_g(s—z)+...+(s~z)n‘v’1}-ds
”01 (S 7 )n v (S Z)n+1 ’
dus, wegens de bekende schattingsformule, aangezisen lz~z l<‘5 ,[s~z(
en
‘s~zm!2;ls-z‘ - |z~zm§ > r-3r = #r
18, % l M{z—zm!(n-v)rn'\)"1 °2mr Mz~ zmt2n““+1(n—v)77
I - =
VI (%r)n—v I.m-‘l rn+T b4

waarin M de bovengrens van ‘f(z)! op C is.

7Zij gegeven een vast positief getal & . Door het getal 8,1 op pas-~
sende wijze alleen afhankelijk van de vaste getallen n, r, M en &€ te
kiezen, vinden we voor lz~7 l < min(3r, €, ) de relaties

| 1,1« ;; (Y =0,1,...,n=1),

n
waaruit volgt dat de afgeleide §~£%gl bestaat en gelijk is aan de uit-~
dz

f(s) “
drukking aﬂ‘l J/(s z)n+1 ds,

Stelling. Als in een gebied G een functie f(z) eenmaal differentieerbaar
is, is zij oneindig vaak differentieerbaar., Immers, als de functie f(z)
eenmaal differentieerbaar is in G, is ze aldaar analytisch en dan bestaat

£(s)
ds
ﬁ/;s z)n+
genomen over een in G gelegen weg W die z in zijn inwendige bevat,
d f?z

Valgens de vorige stelling bestaat dap de uitdrukking in het
beschouwde gunt z.

dzn



Stelling van Morera, Als een fTunctie f(z) in een gebled G de eigepsphap
heeft dat voor elke gesloten weg W geldtwj}f(z)ﬁa = 0, i8 2iJ in elk
pnt van G analytisch, W
Bewijs: Beschouw de integraal j’f(s)dq, waarbij gelintegreerd whrdt langs
cen willekeurige in G gelegen “Oweg, die het punt z, met een willekeuripg
runt z van G verbindt, Daar voor ledere in G gelegen integratieweg van
z, naar z de integraal dezelfde Waarde bezit, is de waarde van de inte~-
praal, zoals wij reeds weten, ben eenwaardige analytische functie F{z)
van z, dic de eigenschap bezit, dat F'(z) = f(z) is, Voor de funotie F,
di¢ dus overal in G enmlytiech is, geldt de vorige stelling, die zegt,
dat alle gfgeleiden van F in z bestaan, Dus bestaat in elk pupt van G de
functie Q_Eg&l’ derhalve wegens F!(z) = f&z), bezit £(2z) in elk punt

van G eendzafgelelde, die gelijk is aan a Fie
tisch is.

, zodat £(2) in G analy~

Wij zien dus, dat in eenzelfde gebied het nulzijn van eep "kring-

integraal” van f(z) en het analytisch zijn van f(z) aequivalente begrip-
pen zijn.

%4. Tocpassingen van de residucnstelling.

) Om wﬁiz)dzin bepaalde gevallen te berekenen, besghouwen we het
geval datwf(z} overal op en binnen de gesloten integratieweg W analytisch
behalve in één punt a, Wij onderstellen echter dat aldaar wel de fungtic
P(z) = (z-a) f(z) analytisch is, De functie F(z) is verder ook overal
¢1lders op en binnen W analytisch, zodat men hecft

Fla) = 27;1 J/E(g) iz,
hii

dus g%r*,/ff(z)dz = F(a) ~,11%ir(z) ~,Alxh(z~a) f(z). Het residu van
f(z) in nit punt ais dus onder de beschouwde voorwaarde dat (z-a) f(z)
in a analytisch is gelijk san Jlim (z-a) f(z).

Tocpassing, Bereken
dz
z{z-2)(z~3)"

Daar het enige binnen |z|=1 gelegen singuliere pumt van f(z) =
= z(z~?§(z~3) het punt z=0 is en daar in z=0 de functie zf(z) =

= = a=T) analytisoh is, hceft men
7i

dz
Tz e=3y = 27 1 4 T < S

izl =1

Opg. 1. Bereken

dz 2
ey a2 (23T oIy

(pg. 2. Bereken

4z
ey ZCE2I(=3) .
Opg, 3. Bereken .
z{zz1) 44 | (8771)

o) ea TE2I(2-3)
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Een analoge methode levert ons de waarde van de integraal
dz
12122 (2=1)°(z-4)
Het enige binnen de integraticweg pclezeon  sngaliere puné 18 2=1.In @it nunt

is c¢chter de met (z-1) vermenigvuldigde integrand f£(z) = 3

2 (2=1)(2~4)
nizt analytisch, Dear F(z) = (2z-1)° f(z), wel overal op en binnen

l2l=2 analytisch is, gaan we uit van

F‘(‘!}xg%,—!-i—m‘[ % / £(z)dz.

ili»?

Dus

Py
J/ f(z)dz = 2MiF' (1) = QTTi(q’ 1 Yo 4= ~2771) ) m-‘ﬂQ‘
1zl =2 dz z-4’z=1 ?;:Z?? z=1" G

Opg. 4. Bereken

g -1)2
. zizf£; z ?212) i

0
2w1{<%~——g<”>2>m + (33 %‘%l—>z,z}~ 277 4(- fgrrp)= o.

Zij thans gevraagd de intcgraal
O

dx
7{/xl+5x2+4
te berckenen, Om ee;;t vas* te stellen dat deze integraal bestaat, be-

men vindt

achouwen we F(b) = uz——~g- .Dan heeft men voor b > ¢ > 0
X +5K +4

d 1,1 1
\F(b)*F(C)l J/;z:g;wzz \jy.;% = j(;g - g})‘ff; y

(o}
zodre ¢ voldoende groot is, Volgens het convergentiebeginsel van
Cauchy bestaat dan llm (b).

Opg. 5. Bewijs dat 679~%5%dx bestaat, waarin f(x) en g(x) veeltermen

ir. x voorstellen en de graad van g(x) tenminste 2 hoger is dan die van

f(x) en g(x) geen n®Qounten 20 bezit.
Opg., 6.Bewijs dat < gﬁ(x)dx bestaat, als er een vast getal x  bestaat

zodanig dat voor _alle x > Xy de continue functie (¥ (x) voldoet aan de

voorwaarde dat x 99(x) begrensd is, waarin )-jpéen natuurlijk getal

. . . ax .
iz, Keren wij terug tot de berekening van I = T Men vindt
0

X +5x"+4
door de substitutie x' = -x dat

Y
dx
I= fm dus In% -—1—-—-—2———.

X -0 X +5xT+4
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Lagehouwr thana een gesloten integratieweg W, die bestaat uit het inter-
val (-, §) der x-as en het in het ecerste er tweede quadrant gelegen
deel C van de cirkel lzl = N,

Men heeft . / ; : ’
", TQ—?”E{\‘ TN wmax *-7———1—1-——43
lc +52°+4 | 2€Clu 452 +4 |

Op | z}= N heeft men

|z8452%0alp 024 —5 1221 <4 > - 5*:2 > int
bij voldoende grote N, Dus max -I~—*g**~ “K’ dus

( | z€C |2%+52°+4|

! ?

1 -

|C 27452 +4& N

ala N voldoende groot wordt gekozen,

De enige punten binnen ¥ waar ~Z-~w~—-niet sanalytisch is, zijn

+50" w4
z=1 en z=21, Het residu van deze functie in z=i is
lim gz“i . - lim 1 g%
z—i (z°+1)(2°+4) 7wl (z+1)(z +4)
en in z=21 is dit
lim (Z"Qi) = lim 1 = - T%T .

221 (z +1)(a +4) Z 24 (z+?1)(z +1)

Men vindt dus ©

red /T“?“‘ 3 2miley - ) =

I7T
—n X T+5x° +4 2 +52° +4 Tz

Opg. 7. Bereken

dz Z?T
—00 zz+z+1 bf"

Opg. 8. Bewijs
®
14: { 2~ 1)(z~g&)

Opag. 2. Bereken

@]

(1)

Okf\e
}
=
~

C‘»-M.....‘ - 1
[ (277 V2)
sz 41
Opg. 11, Berelen het verschil van de integralen

+eo+ 4 too- i

/ _g.e_
- 41
-0 4 NI ¥ 74

wearbijth een rebal getal voourstelt,



Ovg. 12. Bereken voor redle a en b integraal

m .
/ A dx ((Ed'*'b)# )
‘%aa(xe+a2)2(xg+b2) 2ab(a+b)
Ovgg. 13. Bereken
@
. -———-—-—-—-—-dx - 1«30.-(2‘[‘1“3)
T (5% 7))
vé/ (x°+1) " 2.k, .. (2n-2)

Hoofdstuk V.

Fieeksen.

%1. Algemene elgenschappen.

Beschouw een puntverzameling V in het complexe vlak. Onderstel dat
op V cneindig veel functiesf (z) £ (z),..u gedefinieerd zijn. Als er
voor elke z in V hij ieder gegeven pAsltLef getalfeen getal N te bepalen
iz, zodanig dat

!f(z) - {fq(z) + f2(z) + ...+ fn(z%w-<_€ zodra n 2 N,

C¢an zegt men dat de reeks
@

(1) S £,(2) = £,(2) + £(z) + ...

v =1
convergeert en f(z) tot som heelft. Men schrijft dan wel
£(z) = £.(z) + T,(z) +
Het convergentiebeginsel van Cauchy zegt, dat de nodig en voldoends
voorwaarde voor de convergentie van reeks (1) is, dat bij iedere posi-
tieve &€ voor elke p de uitdrukking

z) + + f

naolZ) + o n+p(z)

in absolute waarde kleiner is dan £ , zodra n groter is dan een eventueel

£ql

van £ , z en van de functies f alhankeli jk getal N.

15 .ngﬂbﬂ

Het is duidelijk, dat deze voorwaarde nndig 1s, want er bestaat als
de reews (1) tot de limiet f£(z) conveigeei s, blj gegeven positieve € een
getal N zodanig dat

i -

T .
lz__ £.(2) ~ £(z)|< S 15 voor alle n> N.
=7 fad

n+n
Tzihalve 13 zekecl 5 £,(z) - £(2) < %-voor zlle n >» N en willekeurige
V=1
natuurlijke o, dus o 3
]  e(a)|<E
Vo =n+1

Ne raowaarde 15 oolr voldoende. Beschouw nl. de variant

8,(2) = £.(2) + ...+ £ (2).



Zij gegever: een positief getal € . Dan is er een getal N, zodanig
dat
(2) isn+p(z) - Sn(z)y<-€ (p geheel en positief) als n =

De getalien S (p = 1,2,...) hebben dan de eigenschap dat ze alle,

n+p(?)
absoluut genomen, kleiner zijn dan

max{‘SN(z)‘+E s g @] L sy (2)]

en vormen dus cen oneindige begrensde verzameling, die volgens de stellin

3

van Bolzano-Welerstrass tenminste één verdichtingspunt bezit. Onze bewe-
ring is aangetoond, als wij laten zien, dat de verzameling precies één
verdichtingspunt bezit. Dit is evident, want waren er meer dan één dus
tenminste twee, die wij a en b noemen, met a # b, dan was er bij ileder
getal NS zen getal n > NS te vinden waarvoor geldt

I la-bl
lSn(z) - a‘ < 3
en ook sen getal m > N_ met
la-bl
s0e) - u] < 52
dus boven ieder getal Ns waren getallen m en n te vinden met

. ta-bl  la-b! _la-Db!
Sp(2) = 8.(2) [ > la-p| - B2 - 82 18
in strijd met (2). .
Definitie: Geldt voor iledere gehele positieve n de relatie

r.(2)]< F(2),

@©. eo)
dan zegt men dat de reeks 5 £,(z) de reeks ) F,(z) tot majorante heeft
- V=1 o V=1
Met schrijft wel 3 £ (z)< < ¥ F,(2z).
v =1 V=1
Definitie: Men zegt dat de reeks y _ fv(z) abrolunt convergeert als de
V=1

o)
reeks E \fv(z)s eveneens convergeert.
\ ="

Stelling. Heeft een reeks zen convergente majorance, dan convergeert zij
zelf absoluut. Immers bij elke &€ > 0 is een getal N te vinden, zodanig

N+
dat Fv(z)<ifi voor alle p > 0 en n > N, dus
V=1
n+ n+
sl 5 R e<e,
v=n+i y=n+1

voor alle > 0 en n = N.

Gevolg. Als een reeks absoluut convergeert, couvergeert zlj.
Sevolg o0

Voor een convergente reeks j fv(z) merken wij nog op, dat

lim fn(z) = 0,
n-—» 00
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n+1 ‘
want voor p = 4 heeft men| ] £,(z)| = 1fn+1(z})ﬁi€ , als n2 N(E ).
¥ =+l '

Verder merken wij op, dat de termen van een convergente reeks, absoluut
genomen begrensd zljn want voor n> N heeft men

i

dus elk der termen f,(z) heeft ‘¢ eigenschap, dat

12, (2)| < max(1, [£,()], |0, ool [y q(@)]).

Definivie: Men noemt een reeks i%i fv(z) in aen puntverzameling V geli jk-
V=
matig of uniform convergent, als voor iedere z in V biJ ledere gegeven

positieve & een getal N bestzat, dat onafhankelijk is van z, met de
c1genschan

f‘»(z)}( 1  wvoor n> N,

‘rn+ﬂ(z)i - ~

e

=14

U g,

.t
| o2 - ()<,
Vo= !

zodra n 2 N gekozen wordl.
stelling. De noodzakelljk en voldoende voorwaarde opdat de reeks
[9:0]

g

£,(z) uniform convergent is in een puntverzameling V, is dat {ormule

(2) geldt voor eclke £ > 0, elie natuurlijke p en elke n2> N, waarin N
cnafhankel gk 18 van z.

Bewiie. 21j de convergentie uniform. Bij gegeven € > 0 heeft men den

n

%’ 3 fy(z) - F(z)‘( %, als n > N, waarin N onafhankelljk is van z.

et

PO e

Door deze relatie af te trekkoen van dezelfde relatie met n + p 1n plaats
van n vindt men

n+p

P 4

) fv(z)ié;zi , zodra n > N, onafhankelijk van z voor alle natuurli jke
¥ =N+

n, waarmce het ene gedeelte der vewering bewezen 1s.

Zij thans omgekeerd gegeven dat voor iedere natuurlijke D en iedere
z in V geldt

n+p £
(3) b fu(z)x<i 5 zodra n groter is dan cen van z onafhankelljk
¥ o=+
getal N.
Dus
n+n ¢} E
(4) \2 fv(z) -2 fv(z)\<' % voor ie ru n 2 N en elke natuurlijke p.
Mg V=i y
Uit (3) volgt in leder geval dat de reeks o f,(z) convergeert. Dus
R ¥ o
bestaat de limiet n+p
lim £,(z) = f(z).

P~ @ Y =]
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;“-_'—“-P. (ol & |
£,(2) - ;(z)‘<\ % als p > P

V=
Derhalve levert (&)

lf(z) 2 ; fv(z)’ 5 I n> N, onafhankelijk van 2.

»3’
Hiermee is het tweede decl van de bLiewsring bewezen. Een stelling die wij
vecivulilg zullen tocpossen is de volgende:

sl

Sieliing: Bezit de rocke o £, (z) in ecn puntverzameling V een uniform
X V=1

convergente msjorante 2 ) Fv(z), dan convergeert de oorspronkelijke reeks

y ‘:.::"i
in V eveneens uniform.

Immers voor elke natuurlijie p en elke £ > 0 heeft men vour ieders
n > N, waarbij N onafhankelijk is van z
n+p

Z_\f € 5 F(m<ce

W =N+ v =n+1
In het bes chouwde geval weten wij ult een voorgaande stalling reeds, dat
de reeks E fy,(z) in V eveneens absoluut convergent is.
¥ =1
Gevolg. (”M420t van Welerstrass"). Geldt voor een reeks ;“" £,(z) in een

V=
gebied G de relatieifv(z)xfg M voor alle Y2 N en is E M convergent,

W =4
dan is de rzeks), fv(z) absoluut en uniform convergent in G.
Vo=
steliing. Als clk der functies f (z) in een puntverzameling V continu 1is

en als de reeks ) f,(z) in V uniform convergeert tot een limiet f(z),
¥ =
dan 1s de functie f(z) in V eveneens continu.

Bewiljs. Men heeft
£(z) = fq(z) ..+ fn(z) + rn(z),

waarin voor elke z in V geldt ir (z)i“< %3 als n> N(& ).

Beschouw een willekeurig punt a in V. Dan geldt dus ook ‘r (d)}'( 3 als
n > N(& ). Derhalve

}f(z) - f(a)] -

Zﬁ{fv(z) St () o+ () - ry(a)]

N .
< @) - 5] + g |+ [nga].

Daar fv(z) in V continu is, is
l6,(2) - 5,(0) | < G ats feaf< 6y,

waarin het getal 5, afhangt ven de getallen €& , 3N, a2 en . Z1i} min 5 5
Voor ’Z"al<'6\h%€ft men dan y~1,;”N



‘f(z) - f(a)’<~N ;% + % + %, zodra lz-al< o )

dus f{z) is continu in het punt a van V,
N.B. W1 hebben bij het bewijs ven deze stelling clechts gebruik gemaait
van de continuYteit van de functies f,(2z) in de omgeving van een nunt &
van Vo we zien dus dat f(z) continu is in elk punt a van VvV, waar de func-
ties fy(z) continu zijn.

Veruer merken wij op, dat als we een afgesloten deelverzameling D van
7 beschouwen, dle a in haar inwendige bevat, de functies f,(z) in D alle
vnlform continu zijn, dus den ic het getal 5 voer alle punten a van D
hetzelfde te nemen, zodat dan f(z) in D ook uniform continu is. Trouwens,
Ait volgt ook daaruit, dat wij bewezen det f£(z) in V continu 1is, dus f(z)
is oo lederwz afgesloten deelverzameling D van V uniform continu.
Steillna. Beschouw een rij van in een puntverzameling V continue func-
Lies 51(2), ??(Z),... Laat de rij in V uniform convergeren tot ==n li-
wiet €(z). Ziy W een willekeurige in V gelegen eindige weg. Dan heeflt men

.j/f(s)ds = gi;'ﬁffv(s)ds.

W
Bewilis. Daar elk dzr functies fg(z) in V contin&g%s, is elk der functies
in V, dus langs W, integreerbaar. Daar de reeks ) _ f (z) uniform conver-

geert, is de som f(z) ervan continu in V, dus in V (derhalve langs W)
integreerbaar. In de te bewljzen betrekking bestaan dus alle integralen.
um de betrekking nu aan te tonen, schrijven we

flg) =7 __ f,(z) +r (2).

Dus

(s)ds = (s)das + / r _(s)ds.
JECUE PN

W Y W
We merken op dat de laatste integraal bestaat, dasr die een linealre
combinatie is van een aantal integralen, dle, zpals wij zojuist opmerkten,
#11le bestaan.

Wegens de uniforme convergentie der reeksz f (z) in V, dus op W,

heeft men )r (z)l‘i & 3l n> N, waarin § onafhankelijk is vam z. Hierin
o £ een willcekeur 1g gugeven positiefl getal, terwljl L de lengte van de
vien W ovoorstelt. Derhalve 1s

‘v/f;n(s)ds
W

wearmee de bewering is aangetoond.
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“rw*v‘n% Als elke term der in een gebled G uniform comvergente reeks
S»

v €.(z) in G analytisch is, is dat ook het geval met de som der reeks.

Vo

Irmmera men hea2®t sls W een willekeurige geslotep weg im @ voorstelt

k/ff,(a)da =0 (V= 1,2,...)

W
Veraer is

/rf(s)da m‘gfiﬁdf £f,(s)ds = 0.
W Y=

Dus wegens de stelling van Morera is dan f(z) in @ analytisch.
WiJ merken verder nog op, dat elke term van onze reeks, wegens het ana-
lytisch zijn ervan, px differenticerbaar is. Ook f(z) is analytisch in G,
dus p X differentieerbaar. Wij laten nog zlen, dat

dpfgz) -"ﬁ dpf\,gz)

azP V=" azP .

Immers men heeft voor een willekeurige in G gelegen gesleten weg W, die
het punt © in zijn inwendige bevat,

Lip f fv(s)
o Lua M/S;:gﬁme—m/ s

(s -2)

azngezien de functies z;—zyﬁxT voor elke s op W analytisch zijn en

i“?: £y (s)
zangezien de reeks 77 °P W uniform convergeert tot de som

+

(s V=1 (s-2)F 4P
~—;iil¢? . Voor het laatste 11d in (#) kan wen nog schrijven§29 §~£L%£l,
(s-z)F v=1 dz

waarmede de Lewering aangctoond 1«

392. Macntrecituen.
Wij gaan de in 31 govonden verulteien toepassen op het geval, dat
VoL ) .
£,(z) = aumﬂ(z~zo) 1, zodat wij nu reeksen beschouwen, die de gedaante

6.3)

v R o 2
%mo av(z~zo) = 8, + aq(p*ba) + ag(z—zo) + e

beaitten. Dergeli jke reeksen noemt men machtreeksen,

Stelling. Als ecn machtreeks convergeert in een punt Z, # Zqs dan
convergeert deze voor iedecre z met §z~zol < ! zqszL

Bewijs. Daar de reeks in Zq convergeert, 1is elke term begrensd, dus voor
21le n geldt !an(z1~zc)n!<i M,

duan
a ® Z-~Zn y z-2
Z:av(zwzo)ﬁmia( 0)(1 0)<< Mﬂ‘ .

¥ =0 V=0
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z-Z,

z I«: 1, zodat
de reeks = av{g»ze}v cen convergente mojorante b@zit, wgarmee de be-
weping bewezen is,

Qevolg. Als een reeks g%ﬁ a, (z-2 ) divergeert (= niet convergeert)

in ven punt z,, dan dive g eevz dave in c¢lk punt z met |z-z }>] z, zal,
want zesteld dat de reeks in zo'n punt z convergeerde, dan zou deze
wegens de zo Julst bewezen stelling eveneens convergeren in het punt
Z4s wht evenwel niet het geval is,

Wij verdelen nu de retle getallen in twee klassen A en B, De
klaosse A bevat alle getallen a waarblj een z te vinden is met
a¢lz-z ), zodanig dat de reeks gfb av(z~zo)v in z convergeert,

-

De lnatste reeks 1s een meetkundige reeks met reden

De klasse B bevat nl dle getallen b met de eigenschap, dat er
sen getnl z bestaat met iz~zog4:b, zodanig dat die reecks in z diver-
gzeert, Op grond van het bovenstaande is het duidelijk, dat leder ge-
tal 2 uit A kleiner 1s don ieder getal b ult B, Men ziet verder on-
middellijk in, dat elk retel getal in een der klassen A of B moet 1lig-
sen, afgezien van ten noogste ¢én redel getal R, Dat er geen twee
verschillende van dergelijke getallen R en S zijn, 1is evident, want
z1j R« 8, dan is R zo, dat voor ledere z met jz—zo]> R de beschouwde
recks nlet convergeert on voor lcderc E met \Z*Zol"s deze recks wel
H§° de reeks tegelijkertijd wel
en niet convergent zou zijn, Onze klasse-indeling definieert volgens
Dedekind een re#el getnl R, dat wij de convergentiestraal van onze
reeks noemen, Voor ledere 2 met Iz-zo)<.R convergeert deze dus en voor
iedere z met }z~20§< R divergeert deze, In hoeverre de beschouwde
reeks op de cirkel !z~zoi =R convergeert, laten wij thans buiten be-
schouwing, De cirkel }z~z = R noemt men de convergentieclrkel van

convergeert, zodat b,v, in het punt

onze reeks., Er binnen convergeert deze dus en er bulten divergeert de
recks, Er kunnen zich, 2angczien R2 0 13, de volgende gevallen voor-

17, R = 0, De reeks convergeert dan nergens behalve in Z zelf,

27, Het eindige getal R is groter dan O, De rceks heeft een gebied
van convergentie en cen gebiled van divergentile.,

37, R = o0, De reeks convergeert dan in het gehele eindige z-vlak.

Het is duidelijk, dat in dit geval de klasse B leeg is. Wij merken

no; op, dnt de convergentic binnen de convergentiecirkel absoluut is.

Immers z1J z willekeurig met iz~zo} & R. Kiles een getal z' met

12’—2 <R en |z-2z ]4 l2!t- z,1. Onze reeks convergeert dan in 2', dus

ek twrm a, (z’~7 )¥ is absoluut genomen ¢ M. Derhalve

-

B |y (ezg)] = T operozg)” (e le<n | 2]’

1= 0 n=0

en de laatste majorante convergeert.
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oo
Stelling. Is de convergentiestraal R van de reeks E::,a (z z )n eindig,
n=0

dan convergeert deze reeks uniform op elke afgesloten begrensde deelver-
zameling D van het inwendige van de convergentiecirkel.
Bewijs: Allereerst merken wij op, det er een getal s < R bestaot, zodanig
dot vogr leder punt d van D geldt ‘d-zoyé:berA

Onderstel n.l. dat er niet een zodanig punt a te vinden was. Zi}]
Z,sZps... €en binnen de convergentiecirkel gelegen ri] metizo-zkk}zc-zk+1‘,
‘dle convergeert naar een punt p van deze cirkel. Bij iedere 2y bestaat dan
een in D gelegen punt dk met ldk—zol>‘zk-20\. De ril} d1,d2,..., gekgen in
de nfgezloten verzameling D, bezit tenminste &én in D gelegen verdich-
tingspunt d, dat binnen de convergentiecirkel moet liggen. Omdat D een
deelverzrmeling is van de verzameling }z-zgi<.R heeft men }d-zo§m s < R.
Dus er bestaat bij iedere positieve € een getal N, zodanig dat voor n> N
geldt |d -d‘<:E dus ‘d -z ‘<.s+EZ Kies nu £ < 4(R-s). Voor alle voldoen-

grote k echter hebben wij ]z -p| <€ dus iz -z _|>R- €, dus voor alle
voldoende grote k geldt *dk'" *) R-E > s+E:>l zk—z t, waarmede een contra-
dictie is gevonden. Er bestaat dus een getal a < R met tdnz |< a voor alle
d in D, Onze reeks E:% an(z-—zc)n heeft dan de in D uniform convergente ma -

-

o 7.
jorante E“’ M} Zo‘n . Hierin voldoet het getal M asn ian(a-zo)n¥<lM; dat
n=0 o]

ait getkl M bestaat, weten wij op grond van het felt, dat de corspronke-
1ijke reeks in a (welk punt binnen de convergentlecirkel lag) sonvergeert.
N.B. In het geval dat R =00, weten wij het bestaan van het getal a direct
op grond vzn het feit, dat D begrensd is.

Hoewel wij in het bovenstaande het bestaan van een convergentiestraal R
hebben n~angetoond, geeft de gevolgde methode _gns niet de waarde van R. Om
deze te vinden, beschouwen wij bij de reeks Z::va (z-z ) de rij getallen

s ’aq’: V IQQIJ \/!33!; . \/‘B s een

1 . Wij laten hilerbij de gevallen, dat deze limiet O

1im sup 12 )
oT o0 1s, toe; in dig gevallen is R resp. O of 0. Voor voldoende grote

Z1J R =

n
n heaft men dan voor elke positieve € < 1 de relatie \aé <:§TW%?TT’

lz-z | "
dus ,an(z—zo)nt<.—5——9—wﬁ, dus
R (1-€) oo
i‘i e < I ey
an(z—zo) < < (§T7—~7
ore) ﬂmQ
De reeks E (z-2 )n convergeert dus voor alle z met ]z—z t<.R, igmexrs

de majgpante convergeert voor |z-z ol <R, omdet 2ls |z-z o/ <R is, een pgsi-
tieve £ te vinden is, die voldoet aan |z- zoi<:R{4 £ ). De convergentie-
straal van once reeks is dus > R.

Anderzijds gdivergeert anme reeks yoor alle z met }z-30§> R. Immers ult



I
lim sup \/ﬁaném %-volgt, dat voor esnr oneindige deelriy A s sees der
getallen 2432 ps ... VOOD voldcende grote h zeldt 1 z

h— 1 3 "h 1- €
‘\ﬁang " H ‘é ge dus \."‘anh‘ > B : B

n (1-&)|z-z.| n,
tun (zazc) h% > - ) G 1,
I ‘ )z z !-R
a3ls maar £ %lein gzenceg zevkozen wordt (n.l. £ <l——---~). Omdet dus
o0 Tz-z
n ;
plim sn(z-zo) £ 0, zal de rceks éiﬁ an(z-zo) dus voor gecen :nkale z met
gz—zci> R convergeren, went bij convergentie 1s &1m a (z—zo) = Q,

Onze reeks divergeert duz voor alle punten z met |z-z l> R
De convergentiestraal is dus Jjuist gelljk aan
1im sup\/ )a

Dat het gedrag ver ecn reeks op de convergentiecirkel zelf" onbepsaald
1s, blijkt ult dc volgend: drie voorbeoelden, waarin de convergentiecirkel

dus

de cirkel lz! = 1.is.
De reeks X:é z" 1s voor we-n vrkel punt @er cvenHeidscirkel conver-
n=
gent, want in een convergente reeks nadert de algemene term tot een limiet
n
nul, maar nlimwjz | = 1, dus 1im 2 " 4 0. BLj de reeks r% —n- heeft men
voor z = +1 de divergente harmowiachg reeks, maar voor z = -1 krijgt men
een convergente reeks. De reeks 2 Eg heeft voor elke z op de eenhelds-
4 n
cirkel de convergente reeks 2 B%-tot ma jorante en convergeert dus abso-

n=1 n
luut en uniform voor alle 2z op de eenheidscirkel.

Een eigenschap, die vaak gemakkelljk voert tot het vinden van een
convergenticsiraal is dg voloende gegeven door d'Alembert

e n -
Stelling. Als de reeks ZZB an(z-zo) de eigenschap ﬁeeft dat n&%g o
bestaat, dan convergeert z1j voqQr }z—zO{<LR en vogr lz-z0l> R divergeert

z1j.
Bewljs: Zij € een willekeurig positiefl getal. Voor voldoende grote n geldt

=R

#an “n+1l<~1(1*_8) dus voor elke z met |z-z |< R heeft men
AL R o
an+1(z—zo)n+1 <~!z—zol(1+€}
a (z-z )Y K g
n o)
dul +h
a,m(z-2 e <({z-zol(1+-£) b
n R O
an(z-zo)
dus o0

&= jz-z ) (1+E
nz:‘_ (33 ZO;( + ))h

22

P mn+h(z—zo £ < lajlz- z,|

h=0 \z-e t(1+€) h=0
en als men & 2o klein kiest, dat ————H-—~— < 1 is, dan convergeert de

laatste reeks, dus ook de oorspronkelijke.

)ﬂ+h
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Verder heeft men als al weer € een positief getal < 1 voorstelt

A am~1
voor voldoende grote n

F(?— £). Gesteld dat de gegeven reeks in
%y

zen punt z met !z~zol> R convergeerde dan convergeerde zij absoluut voor
iedere z, met R~<’z1~z0§<izwzo§. lien had dan

n+1 o , \n+h
41 (29-2,) Rt 2,y (2q-2,) N (331“%‘ Jh
a (z1~z )2 R(I-¢)” & (z -2 )n R(T=E77
n 0 1
dus oo
T 12:-%5" n 1 E n+1
| L : ta . A..-z ! ,
he¢ RI-E) la Q}z—z | 0 nt
I
zodat ook de reeks zﬂ in Z4 ZOou convergeren, maar als men &
h L
- ‘01"'2 !

}
klein genoeg kiest, is HTT:7§T > 1, zodat die reeks dan divergeert, Hier-
nade is de bewering bewezel.

Opg. 1. Bepzal de convergentiestraal van de reeksen

< zZ, E z" ) log n n, n! n ng
L— TR L= 1 z Z-—gzrz:f———o

n=1 n="1 n=1 8 n

§3, Ontwikkeling van analytische functies in machtreeksen.
Wij bewezen reeds, dat een uniform convergente reeks van analytische
functies een analytisch functie voorstelt, Daar dgofuncties &n(z—zo)n

voor n = 0 1, ... analytisch zijn, stelt de reeks Z an(z—zo)n in ieder
n=0

afgesloten deelgebied van het inwendige van de convergentiecirkel (in
zo'n deelgebied convergeert de reeks n,l, uniform) een analytische func-

tie voor. Men heeft dus
bl

f(z) = 2 a (z~z )k
n=0
is analytisch in ieder afgesloten deelgebied D van het gebied ‘z-z ‘<lR

Beschouw nu verder zo'n deelgebied D, Wij weten verder, dat daarin geldt
0 o)

f'(z) = Z na_(z-z )n—T, " (z) = 2 n(n-1)a,_(z~z )n-g/ eng. ,
eyl 0 g n 0
dus (m)
f'(zo) = 243 f"(zo) = 2layp.. . 3f (zO) = mla, ...,
derhalve

Z~2z
f(z) ::E 5 *“ﬁ$“” f(n)(zo) (reeksontwiklceling van Taylor).
n= !

Hiermede is voor een analytische functie in elk punt bipnen de convergen-
tiecirkel de formule van Taylor gevonden,

Wij zien dus dat iedere convergente machireeks in een afgesloten ‘
gebied een analytiscle funetie voorstdt. Ook het omgekeerde is waar, n.l.
dat een analytische functie in zeker afgesloten gebied door een macht-
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reeks voor te stellen is,

Beachouw n.l, e2n in een gebield G analytischﬁ functie f(2). 2ij 2 een
punt van G, Zij C ¢en cirkel met widlelpunt B, en straal r, die geheuwl
binnen G.ligt en zij 2z een willekeurig punt van (., Dan heeft men volgens

Cauchy
o e [
£(2) = wyrr
A vindan verdoer wegens '? z } = Gﬁ’zu«g), et 0L 5 < 1,
o
R /* f(s)ds 1 £(s)ds
oc ¢ (s-;a)(1¢ §:§~)
1 J/iz:i f(s)(zmza)“ ds °
G C n=0 (s~zo)n+7 .
o0
£(s)(z-2_)"
D¢ recks 2:: =TT convergeert op C uniform tot de limiet
n=0 (‘3 -2 ) (S)(Z-Z )N
mi~l. Immers de ru%tt&xm bij afereken na de N® term is RN N+$ ,
‘ (g-z )
dus () |22 N 0
_ (s) 0 M AN
|7y | = 1Z4-9] s-zo‘ Tt 0°<E

(waarin ¥ de bovengrens van !f(z)l op de afgesloten verzameling C voor-
stelt), als N voldoende groot gekozen wordt, Dit getal N is onafhankelijk
van 8, de convergentie is dus uniform, Derhalve kunnen wij integratie

en sommatie verwisselen en vinden dan

[f(s)(z 2z )"
as =

? (s-z )v+7

o0
(z-z )i (z-z )"
2::- n? 27' u//fs - )n+1 :2;;%.““‘“T“ f(n)(z ):

n=0

f(z)

i

waarmee de bewsring bewezen 1is,

De vraag is nu of meer dergelijke ontwikkelingen mogelijk zijn voor
ee 1 analytische functie. Hierop ge.eft ons een antwoord de
Identiteitsstelling van machtrecksen. Als voor zeker gebied G dat Z, be-
vat een anelytische fumctie f(z) twce ontwikkelingen

o0 O
f(z) =2r—1;~:5 an(z—zo)n = ;bn(zwzo)n
Pezit, geldt a, = bn voor n = 0,1,2,... .
Bewijs: Door z = Z, te nemen ziet men direet, dat voor n=0 de bewering
juist is. Onderstel thans, dat men reeds weet, dat a, = bn voor alle na-

tuurlijke § < N. Dan heeft men
oo (o)

a (z-z )P = b (z-z )P

voor alle z in G, dus
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o0 o0
5 y -y -
i artm~za)n Y= mn\z-zo)n K
n=N n=N
voor allc o #£ 2, in G, Leet men 2 in G tot z. naderen, dan nadcerin line-

Yer- en rwr‘*arlld van 44 laats.e veurztltine resp, tot 8y en bN’ dus
By = bf@“
Dwmee 1, Ontrdkiel de functie

J/* dw
f(z) - m’f&
0 1-2aw+w”

waarin -1 < a<< 1 in een machiresks in z. Bepzal d¢ convergentiestraal
van deze reeXks,

Beschouw thans een rij binnen sen cirkel iz—zol = R analytische
functies f1(z), fe(z), . . . laat op vlke afgesloten d.clverzameling D
van het inwendige ven deze cirkel de Teeks fn(z) converpuren (dus
eriifore convergeren) tot cen limietfunctie m’ﬂf(z). Voor ds functies
f ( ) heeft men in P

o0
f (Z) :Mank(zut())k (n = 1y2yo--)o
(=0 jo%s)
e
Dan gsldt f(z) = Z;umﬁk(?—z )k waarin a, =2i:: a5 . ImmeTs men Weet,
k=0 n=1 -

dat de buschouwde functie f(z) analytisch ie in T en men mag de ruihe
f(z) = f£,(z) van analytisohe funciies in het gebicd I termsr.vijze
differch Ieren en v1ndt dan voor ieder natuurlijk getal k

£09) (2) - 5_:.. ¢ () (z),
n=

Derhalve oD . cO fove)
a <)
k _ g nk 5 ; = - k;
E-f— = n:i *m-, dus &k = m ank. Dus f(Z) = Z;;(Z ZO) .«E:i- &

Toepasaing. Op elk alfgesloten declgebied D van de eenheidscirkel (wear—
vqpr dus voor elke z in D geldt [2zl< & < 1) beschouwse men de reeks
o,

n
f (z) met £ (2) = ~==, Men heceft

—3 N n 1_.;5

- o0 o0 - foe) O o0
P 5 1 < < 1<« E T _» S n
L— RSl T 4= T T TR T f e B
n=1 1-2 =1 2z =1 n=1 a -1 n=1 {a n=1

zodat div roeks uniform in D converg.ert tot cen limiet f(z). Voor dess
functie £(z) geldt in D, wegens
o0

n
t
fn(Z)z Zn=Z:-5nf

de betrekking oo

o
£(z) = ZZ n );_; >—h, =Z;1T(m)zm.

Ondur dw functie Tf(m) = Z:: 1 verstaat men ket aantal delers van het
gotal m, tim
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0Q n 20
Opg. 2. Bewijs 2 mnﬁm = (m}%m,
waarin O(n) a ctﬁgm der delinrs ven het r.tal m aangeeft,
‘: E {’;o i ® Sﬁﬁ’f' Z C o s h‘(;k 9
n=1 (n-2) };:zi“? ’
weerin a, = k>‘(}+f;. o0

Hierbij versztaat men onder T (3]
dan conv&rgueft dese, zZouls beland 33 voor 8 5»1. n=1 n-

Tenslotte bemijzen wi nog d: volrende belangrijke
Stelliing. Len in c¢on gebied G analytische functie £(2z) ken in het inwen-
dige van hot analyticiteitsgebied C geen nmezimale waards van de modulus
}f(z)? bezitten, tenzij £(z) in het gekiele gebied G comstant is,
Opmer<ing, Een gevolg hiervan ie dus dat de maximale waarde van f(z)
voor een in een gebied G analytische functie f(z) uitsluitend op de rand
van G kan liggen,
Bewijs: Aangezisn f(2z) in G analytisch iz, geldt bij een willeksurig
punt z, van G de convergente ontwikikeling

)24, ..

f(z) = a°+a1(z~zo)+a2(z~zo

met convergentiestraal R.
Aangezien f(g) niet constant is, bestuat er onder de coéfficidénten
84,85,... €en eerste codfficiBnt, die # 0 is. Noem dece &y . Dan heeft men

dus
£(z) = ao*ak(z-zo)k+ak+1(z—z )k+1+

Voor de getallen a, en a, stellen we

lagh = 455 la = b5 arga, =X erga, =X,
Wi} beschouwen nu die punten 2z wasrvoor geldt

1

B.I‘g(b-—zo) = E(O(D ...0<k),

dus
k

arg(z-zo) = arg a_,

Noem ‘z-zol = r¢ dan heeft men
k kel ’
’f(z)!g1a0+a (z—z ) ? - ‘ l‘M(z--a ) Jd o=

k k+1! _ k |
Ak | ak+1+.,,¥ = Ao+r (Ak~ri ak+1+...f).

Wegens de convergentie vanm de rewksontwikkeling voor f£(z) is ook de
uitdrukking 8, ,4%te.. Voor r < R copvergent, dus abseluut geramen, be-
grensd, Derhalve kan men r zo klein kiegey, dat

A | e, qre | > By
gijin alle covifici¥nten Qi1 1By e gelijk esn nul, dan geldt de lgat-
ote gngeliixhacid natvurlijk evegeegs. Wij vinden dzihalve

20|32 agin™ <jste | wines ety

A+



voor 0< r < R. ILr is dus stceds cen richting vanuit het punt z_ te vine-
den, waarvoor in zekere omgeving van z, geldt ]f(z)})}f(zo)k. Hiermee
is de stelling bewezen.

Hoofdstuk VI
analytische voortzetting.

§1. Het begrip analytische voortzetting,

Indien men de waarde van een willekeurige funciie geeft in een ein-~
dig eantel punten van het complexe vlek, is deze daardoor in het gehele
platte vlak nog niet vastgelegd. Zelfs ale men de functiewaarden b.v.
op het segment (0,1) van de reéle as voorschrijft, ligt de functie even-
min vast, Anders wordt dit, als men ean de functie speciale voorwaarden
oplegt. Zo is b.v. een gehele rationale functie van de 3e graad reeds
vastgelegd door haar waarden in 4 punten, Irn een continue functie, ge~-
geven op het segment (0 1) kan in de omgeving van dit segment niet wille-
keurig gekozen worden.

Heeft men te doen met cen analytische functie, dan is, zoals wij
zullen zien die vrijheid van keuze nog geringer. Zo is b.v. de waarde
van een op en binnen de eenheidscirkel analytische functie in een punt
z binnen die cirkel vasigelegd door de waarden der functie op de een-
heidscirkel, Immers volgens Cauchy geldt in zo'm punt g

f(z) = g“lw- :P %é%% ds.

37 ,
sl =1

In dit verband bewijzen wij het volgende belangrijke theorema:

Identiteitsstelling voor analytische functies.

Beschouw 2 functies f(z) en g(z), die beide analytisch zijn in een ge~
bied G, Als in iedere omgeving van een punt Z, in G een punt gelegen
is, waar de beide functies f(z) en g(z) gelijk zijn, dan zijn die func-
ties in het gehele gebied G geli jk.

Voor het bewijs beschouwen we de grootste cirkel met middelpunt Zys
die geheel in G ligt, Binnen deze bezitten f(z) en g(z) recksontwikke-
lingen, die in zoveel punten dezelfde waarde bezitten dat zij volgens
de identiteitsstelling van machireeksen, in elk punt van die cirkel Cﬁ
dezelfd: waarde bezitten,

Beschouw nu een willekeurig punt z van G en verbind dit door een ge-
"heel in G gelegen weg Vi met Zye Aan de topologie ontlenen we het bestaan -
van een positief getal r, zodanig dat de afstand van W tot de rand ven G go-
ter is dan r. Wij verdelen de weg W in gedeelten door punten
Zq3Bn evusBp 4y Zp= B zodanig dat elk der wegsegmenten
(20,21),(21,z2)$..,,(znm1,zn) een lengte begit die <« r is, Beschrijf
met het punt Z) als middelpunt een cirkel Gk, die geheel in G ligt



(k = 1,2,...,n). De strael van elke dier cirnsls neme men = r, dus voor
k =0,1,... bevat de cirkel C, het punt Zyeq in 2ijn inwendige,

De functies f(z) en g(z) hebben in CO dezelfde waarden dus ook in
het binnen C0 gelegen punt z, en zelfs in een binnen Co gelegen omgeving
van g,. Derhalve stemmen f(z) en g(z) overeen overal binnen 01, dua in
een punt Z, met €ekere omgeving ervan, die geheel binnen 01 ligt, enz,
Ne n steppen ziet men dat f(z) en g(z) ook in het oorspronkelijke gege-
ven punt z = zn overeensiemmen,

De methode in het bewijs gebruikt, noemt men de cirkelketen-methode.
Wij geven thans nog een geheel ander bewijs van dezelfde stelling.

Bij dit bewis zullen wi) de punten van G verdelen in goede en niet-
goede, ij noemen een punt p van G goed, als f(z) en g(z) in ieder punt
van k tussen zZ, en p overeenstemmen; een punt heet niet-goed als het
niet goed is,

Lvenals bij het andere bewijs gebruiken wij de identiteitsstelling
van machtreeksen, die ons leert, dat z, een goed punt is., 72ij 2 een wil-
lekeurig punt van G. Wij bewijzen dat z ook een goed punt is, Verbind
daartoe z met Z, door een kromme K, geheel in G gelegen. Was z geen goed
punt dan lagen op K goede en niet-goede punten., Zij Zq het laatste op
K gelegen punt (van z, naar z te rgkenen), dat goed is d.w.z, alle pun~
ten op K tussen z, en z, zijn goed., In iedem omgeving van Z4 (n.1. op K
tussen Z, en z1) ligt dan een goed punt z{~ Al weer volgens de identi-
teitsatelling van machtreeksen is Z4 dan zelf goed, dus ook punten op K
in zekere omgeving van z,, maar nu gelegen tussen zZ4 en 2 zijn goed,
Derhalve is dan Z4 niet het laatste op K gelegen goede punt, zodanig
dat alle punten op X tussen z, en z, goed zijn, in strijd met de onder-
stelling over Zq. Bijgevolg bestaat er geen punt 2, OP K met de elgen-
schap, dat dit het laatste op K gelegen punt is waarvoor alle punten
" tussen z, en z, goed zijn, zodat elk punt van K, dus ook het gegeven
punt z, goed is,

Wij maken uit het voorafgaande enige gevolgtrekkingen.

Stelling. Is f(z) een in en pat 2 analytische functie en is f(z) niet
constant, dan bestaat er een omgeving van 24 in elk punt waarvan f(z)
een andere waarde # f(zo) aanneent,

Immers bestond er zo'n omgeving niet, dan was er in iedere omgeving
van z, een punt z met £(z) = f(zO), zodat de functie in de gehele omge-
ving van 2, constant is in tegenspraek met de veronderstelling.

Als gevolg zien wi] dat binnen iedere cirkel om z, een in die cir-
kel analytische niet constante functie slechts in een eindig aantal pun-
ten eenzelfde waarde aanneemt.

Stelling., Zijn de functies f(z) en g(z) analytisch in een gebied G en
stemmen deze functies in een punt‘zo van G overeen, en ook al hun afgew
leiden, dan zijn deze functies in dat gehele gebied G identiek.

Immers in zekere omgeving van z, in G zijn de functies in machtreakf
sen in z~z_ te ontwikkelen., De coéffici¥énten in die beide machtreeksen

0
stemmen wegens hct gelijk ziin van alle afgeleiden van f{z) en g(z) over~-



een, zodat in die omgeving geldt f(z) = g(z). wegens de identiteitsstel-
ling van analytische functies zijn dean f(z) en g(z) overal in G geli jk.
Stelling. Is de niet constante functie f(z) in een punt Z, analytisch,
dan bestaat er een getal k, zodanig, dat in een omgeving van Z, geldt

£(2) - 2(z,) = (z-2)¥ &(2),

waarin g(z) nnalytisch is en e(z,) £ 0.
Voor het bewijs beschouwe men de ontwikkeling

_ 2
f(z) = f(zo) + a1(z-20) + az(z—zo) Foae
Daar f(z) niet constant is, 2zijn niet alle coéffici¥nten 8y,85,... gelijk
aan nul, 21ij a de eerste coéffici¥nt, die # 0 is. Dan heeft men

/ b
flz) - f(zo) = (z—zo)ﬂ.a1 + ag(z-zg) - TES O

waarin de uitdrukking tussen accoladen een analytische functie voorstelt.
die in z_ de waarde a, #Z O aanneent,

“telling. Beschouw twee gebieden G, en st waarven de doorsnede G weer
ven gebied is. Zij in G, een analytische functie f(z) gegeven, dan besteat
er ten hoogste één in G, analytische functie g(z), die in G met £(=)
overeenstemt.

Immers waren er twee gelijke functies g(z) en g1(z) dan had men in
‘G de relatie g(z) = f(z) = 31(2), maar dan stemden g(z) en g1(z) volgens
het bovenstaande in het gehele gebied 02 overeen,

In het geval, dat een dergelijke functie g(z) inderdaad gevonden kan
worden, heeft men de oorspronkelijke functie f(z), gedefinieerd in G,
uitgebreid (analytisch voortgezet) over het gebied G1‘J G2.

Voorbeeld. De reeks

1 + 2z + 22 “+ 23

T ol
ronvergeert in het gebied {z!< 1 en stelt daar een analytlsche functie
loor. Nu stemt deze binnen dit gebied overeen met de functie T—— Deze
laatste functie is overal gedefinieerd behalve in het punt 2z = 1 en is
dus te beschouwen als de analytische voortzetting van de door de beschouw-~
de reeks gedefinieerde functie,
De vorige stelling leert ons nog:

Is f(z) in een gebied G analytisch en is op een kromme K die tenminste
één punt met G gemeen heeft, een analytische functie g(2z) gedefinieerd,
die op de in G gelegen punten van K met f(z) overeenstemt, dan is g(z)

de enige op K te vinden analytische voortzetting ven f(z). Immers beston-
den er meer voortzettingen g(z) en gq(z), dan zouden op de doorsnede van
K en G de functies f(z) en g(z) en ook f(z) en gT(z), dus g(z) en g1(z)
overeenstemmen, maar volgens het bovenstaande stemmen zij dan op K overal
overeen, waarmede de bewering bewezen is,

62 De monodromiestelling.

7ij G een enkelvoudig samenhangend gebied en zij f(z) een in een
punt a van G gegeven anelytische functie. Indien deze functie in G analy-
tisch kan worden voortgezet, den is die voortzetting eenwaardig, d.w.=z.




is b willekeurig gelegen in G, den neemt die voortzetting in b dezelfde
waarde aan, langs welke wog men ook de oorspronkelijk functie van & naar
b heeft voortgezet,

De atelling is ook zo te formuleren: Zet men een analytische func~
tie voort lange een gesloten krorre ¥ gelegen in G, den is de waarde
wagrmee men "thuiskont® gelijk sar die waarmee men is vertrokken.

Voor het bewijs mag men ve onderstcllen, dat de gesloten kromme K
eenn G elegen werdien meolte ir, want is hiervoor de bewering bewezen, dan
geldt deze door limietovergang ook voor een willekeurige in G gelegen
kromme, Daar G enkelvoudig samenhangend is, kan men K door diagonalen
in driehoeken verdelen, die geheel in G liggen. Gesteld de stelling
was onjuist. Dan moet voor tenminste één zo'n driehoek de stelling on-
Juist zijn, d.w.z. gaat men langs de omtrek van die driehoek rond, dan
komt men met een andere waarde thuis, dan waarnee men is vertrokken.

Door nu de middens der zijden varn die driehoek te verbinden, wordt
deze in 4 driehoeken verdeeld, voor €én van welke de bewering onjuist
moet zijn, Dit laatste proces is willekeurig vaak te herhalen, maar het
is duldelijk, dat voor zo'nm riJj van driehoeken een in G gelegen limiet-
punt wordt gevonden, waarin de functie f(z) dan niet meer analytisch
zou 2zijn. Hiermede is de monodromizntelling bewezen,

Is f(z) analytisch in het gshele complexe z-vlak met ultzondering
van de oorsprong, dan is biJ] het voorizetten van f(z) b.v. langs de
eenheldscirkel het niet zeker, dat men na &én omloop in een punt de-
zelfde waarde terugvindt, als waarmede men is begonnen, B.v. levert de
integraal

V4

f(Z) = *'/ dw

ST
waarbij het punt ; op de eenheidscirkel ligt en geintegreerd wordt in
positieve zin langs deze cirksl totdat men het punt 2z voor het eerst
’ontmoet, de waarde i1 arg z. Men vindt dus f(1) = O, maar na een rondloop
£f(1) = 271, zodat de uitgangswaarde van f(1) en de nieuwe waarde van
(1) ongelijk zijn. Het is wegens de rcsidusnatelling in dit geval
duidelijk, dat de oorzaak van dit verschil enkel en alleen ligt aan het
feit, dat in O de integrand (en ooz dus de integraal als men op wat

voor wijze ook van 1 naar 0 integresert) niet bestaat,

QB. De exponentiBle functie en de onintetrische functies,
Wij gebruiken thans het begrip analytische voortzetiing om een aan-
tal functies, die voor reéle z reeds bekend zijn, ook voor niet re&le
g te definiéren. Zo beschouwen wij allereerst de functie f(x) = ex.
Om deze ook voor complexe z te definidéren, merken we op, dat men uit

de voorstelling
2 3
x _ X X
8.—1+I+2—!—+3—r+,,,
geldig voor iedere eindige ret¢le x in de voortzetting geen vrije keusze
meer heeft, Men moet wegens de identiteitsstelling van machtreeksen



f(2) voor complexe z definiéren als
v 00

n
E z
f(z) = - -I-l_!— .
n=0
Vij schrijven in dit geval weer f(z) = e” en vinden dus, dat men eZ moet

definieren door de reeksontwikkeling
o
zh
Z—-—"'Ts
n:

welke in het gehele eindige z-vlak convergeert, Men ziet direct 1n, dat
o}

&” = 1,Volgens een stelling over differertifren van _reeksen §e$dt a~e = &%,
" o . . Z1 22 1 22
Allereerst leiden we thans af de eigenschap e e = e . Hiertoe
B+ -2

beschouwen wij de functie e , Waarin a eesn willekeurig complex ge-
tal voorstelt, Voor de afgeleide hiervan vindt men volgens de bekende
regels van differentiéren

+8,_=-2 Z+a -
eZT8eTE L 2R - 0

dus wegens een vroeger bewezen stelling heeft men

+9 -
eZHta =2 _ c,
waarin de constante C onafhankelijk is van z, Substitutie z = 0 leert
o ot -
e® = ¢, dus e®"%e7? = &%,

Kiest men hierin a = 0, darn vindt men

eZe z+a _ (e—z>-1ea z a

dus e = &

¢
geldig voor alle complexe z en a, Uit de relatis ez =% - volgt, dat
in het gehele eindige complexe z-vlak de functie e? geen nulpunt bezit.
Verder is e* vooa,alle eindige reéle x positief. Immers uit de reeksonte
— n '
wikkeling e* = 2 %T volgt direct dat voor alle x > O de functie e¥
n=0 '
‘positief is en derhalve is dat ook het geval voor negatieve x, want daar-

voor heeft men e* 1 e X‘\ 0, daar e~ >'O.
z

B
S‘Nl

Het getal e” is natuurlijk toegevoegd complex aan e dus
=O
als men z = x+yli steltd,
lez:z\/z = VeBeZ = Ve2tZ V2% .
wegens e* > 0. In het blgzonder is voor alle reéle y.uat,:e%dqz e = 1,
Men definieert sin z = 21( iz_ lz); cos z = 4(e*P+e™r%): tg z =
= %%%—% enz, en heeft dan voor sin z en cos %z de bekende reeksontwikkeline
gens
gin 2 = 2 - Ei + EE - s cos 2 = 1 = 2 + Ei -
- 3! 5! ® e o9 - T s 00 9

die, zoals te verwachten was de analytische voortzettlngen zijn der
reeksontwikkelingen van sin x resp. cos X voor reéle x, Uit de definities
van sin z en cos z volgt door de goniometrische functies uit te drukken
in e-machten onmiddellijk voor alle complexe u en v

sin(utv) = sin u cos v + cos u sin v;
cos(utv) = cos u cos v # sin u sin v,

Verder wlgen hieruit voor elke complexe z wegens de bekende formules
over de sinus en cosinus van O, i?,TT, 1577 en 277 resultaten als b.V,



8in(277+2z) = sin 2y cos(277+2) = cos 2
gin(7 -z) = sin 23 cos(-z) = cos gz,
De serstc twee dezer formules drukt men wel uit door te zeggen, dat de
functies sin z en cos 2 elk de periode 277 bezitten.
Opg., 1. Bewijs tg(m7 +2) = tg 2zi ein® 2 + cos® z = 13 sin(%} -%) = c08 2,
Wij kunnen dus de bekende theorema's uit de goniometrie ook voor cor=-
plexe hoeken gebruiken.
De enige nulpunten van sin z gijn de bekende redle nulpunten. Immers
bij z = x+iy volgt uit sin z = 0, 8in z = 0 met de bekende formules, dat
sin 2x = sin 2z cos 2 + cos z 8in Z = O,

Xx = n" (n geheel)
en

i

i
(o]
-

9in z cos Z - cos z sin

%nb E )2}14—1 .

en omdat elke term der oneindige reeks > 0 is, volgt uit sin 21y = 0, dat
vy = 0, waarmede wij het resultaat z = n7T terugvinden,
Opg. 2. Bepaml alle complexe nulpunten van cos z en ven tg z.
Opg. 3. Pewijs eiz = ¢co8 2 + 1 gin z.
634. De omkering van de exponentiéle functie,

Uit de monotonie van de functie e* volgt, dat er ten hoogste &én
waarde x bestaat met e* = a, waarin a een gegeven positief getal is, Men

heeft voor a > 1 de relaties

sin 21y
u geldt voor reéle y

i

gin 2iy

H

e = 1 é‘ex = 8 <ea

dus aangezien de continue functie e* iedere tussenwaarde aanneemt, be-~
staat er zeker één getal x met eX = a, Is 0< a <1, dan bestaat er een
getal x' met eX = ;, dus het getal x = -x' voldoet aan e* = a. Het getal

x is dus eenduidig door a bepaald,
De elementaire eigenschappen van log & (voor a > 0) achten wij bckend,

evenals de daaruit afgeleide reeksontwikkeling, geldig voor |a|< 1,
3
log (1+4a) = a - %T + %7 e

Het is duidelijk, dat voor alle z met |z/< 1 de convergente recks
Z -

4
Z—T+T—qo-,

de analytische voortzetting is van de vorige. De analytische voortzetting

van log(a+1) voor [21< 1 moet men derhalve definiéren als
2 3

(1) 1og(z+1):z-—%—+%—-._. ,

waarvoor men dan ook log(z+1) schrijft,

Beschouwen wij thans de functie

aw
EP(Z) =‘O/W .
Hierbij wordt rechtlijnig van O naar z geintegreerd als z niet op de rebéle

as links van -1 ligt en anders b.v, rechtlijnig van O naar i en van i
naar z.



Voor alle z £ -1 is (P(z) een analytiache functie van z (ook voor
z < -1), want de functie jb'(z) “"T bestaat dan, Men heeft verder

(%), - (-—)k”(k 1)!
~J0 =) (z+1)% '

dus wegens Taylor

= W) kg (k-
_99(2) 2:: *~—ETL~1 étr“£~lg- ¥,

k=0
H%ermede hebben wij de functie log(z+1) door middel van de integraal

_épgg%, wearvan de ontwikkeling voor !zi<ﬁ1 oversenstemt met (1), voor

alle eindige z#-1 gudefiniecrd, Wi noemen deze functie wederom log(z+1),
Wij merken verder op, dat de functie

z
Jndw
log(z+1) 5 ¥F1
Yiz) = & =2
- Z+ 1 - Z+1
de elgenschap heeft, dat 2
/dw Jifﬁ"
‘ 96 W+ eo o
,¢i(z) o z+ —-— 2 = O
241 (z+1)
ig, dus f
dw
6 W1
e
Y(e) = S = c.

Wij bepelen de constante c¢ door z = O te nemen en vinden dan

C ='L//(O) =

Derhalve heoft men el0&(2+1)

= z+1, wazrmee voor iedere u £ O de eigen-
log u

= u, geldig voor reele u, ook geldig blijkt voor willekeuri-
ze complexe u, Wij merken verder op dat log uv voldoet aan
| olog uv

z z
1 e 2 volgt z4 = 2z, + 2k771 (k geheel), vindt men

schap €

- uv = elog8 u Jlogv _  logu + log v,

omdat uit e

]

log uv = log u + log v + 2k7i (k geheel).
Hieruit volgt onmiddellijk voor z = r(cos(“+ i 81nxp) £ 0 de relatie
i

i

log z = log r(0089§+ i sin}ﬁ) = log res = log r+log o1F +2kmi=

i

log z + i&o+ 2k7mi = loglzl+ 1 arg 2 + 2k7ri,

Opg. 1. Bepaal log -1; log(1+i); log i.

Opg. 2. Laszt zien, dat de functie eZ = e*(cos y + i sin y) voldoet aen
de differentiaalvergelijkingen van Riemann-Cauchy.

Opg. 3. Bereken sin(%? + i) tg(%% -~ 1i).

Na het voorafgaande is de definitie van z = ab eenvoudig. Voor reéle
a>» 0 en b heeft men z = eb log e, Wij geven thans ook voor willekeurige
a # 0 en b de definitie
b _ eb log &

a

b

Daar log a slechts mod 27 i be;zald is, is a slechts bepaald op factoren



277 ib

e’ = ¢c08 27b 4 1 sin 27b
na. Wij merken nog op, dat men in tegenstelling tot het voorafgaande
e
onder eb L

elleen de waarde 1 + b + 7T *+ ... Verstaat,
Opg. 4 Bereken d. leinste woorde "1 die door ii wordt voorge-
Bteld. )
Men heeft niet steeds 2%a® = ab+c, want
aPal - eb(log a+2k i) ec(log a+2lmi) _ e(b+c)log a+2ﬁi(kb+1@
terwijl
ab¥C _ e(b+c)log a+27rim(b+c).
Als ten minste één der getallen b en ¢ geheel is, geldt de formule zeker
wdl,
Opg, 5. Toon aan een voorbeeld aan, dat men niet steeds heeft
(ab)c - abc‘
Opg. 6. Toon ean deat de functie w=z" voor z£0 nnalytisch is en els afpeleide
bezit de functie w' = aza—1.
Voor de functie
£(2) = (1+2)® = 2 log(1+z)
heeft men voor |zl<1

f(k)(z) _ ala=1)...(a-k+1) o2 log(1+z)‘ (kx = 1,2,...)

(1+2)K
Wij kiezen!lm 10g(1+z)'5§77 en vinden dan volgens Taylor
_ a _ T 0) k _ ay.a log 1 k _ ay k
£2) = (1e2)® =) Il 2] (e 2 =) (D,

waarmede de binomiaalreeks ook voor complexe & en z is teruggevonden,
Uit tgw = z volgt

2iw
. e -1 2iw -z
iz = ;ﬁ{ﬁ:;: dus e = I
lderhalve w =-£I log %5%. Het getal w is dus een analytische functie van

z voor z # +i, die men bg tg z noemt.
Daar log %E% bepasld is mod 2771, is w als functie van 2z bepsald
mod 77 . Wij vinden dus

1 i-z
bg ‘th:-g-i—lOgm.

Opg. 7. Laat zien, dat deze formule te interpreteren is als de bekende
formule van Laguerre voor een hoek in de Euclidische meetkunde,
Opg. 8. Bereken de afgeleide van bg tg z.

Uit sin w = z volgt 2iz = eiw-e"iw, dus
e2iw ~ Zizeiw -1 =0,
derhalve
eV = iz + ?—z2i
dus
1 . 2
W=7 log(iz #+ 1-2°).

De functie in het rechterlid is voor z # 1 een analytische functie van
z, die men bg sin z noemt, De logarithme rechts is bepaald mod 2771, dus



het gital w 1s bepaald mod 277, Overigens hebben de twee gevonden waarden
van e*" een product -1, dus hun logarithmen hebben een som (2k-1)7T 14,
dus naast een wearde w vindt men zowel w+2k7mi als -w+2k7i, juist

els bij de reéle omkering der sinus-functie., Wij vinden dus

bg sin 2 = % log(iz + \/r;:;ﬁ).
Opg. 9. Bereken de afgeleide van bg sin 2z,
Opg. 10. Bepaal z uit sin z = 14,
Opg. 11, Voor welke waarden van z is sin z redel?

Tenslotte definiBren we nog
Z -z -

sh z = 2*§5~—; ch z = 23%2_33 tgh 2 = %%—%; cotgh g = ?E%"E’
Opgz, 12, Bewijs dat de vier hierboven gedefinieerde functies periodiek
zijn en bepaal hun perioden.

Opg. 13. Bewijs dat voor de omkering w = bg sh z van sh z geldt
w = log(z + z2~1).

Hoofdstuk VII
Singuliere punten.

§1. Gehele transcendente functies.

Onder een gehele functie verstaat men een functie, die in het gehele
eindige complexe vlak analytisch is. Zo'n functie bezit den een in het
gehele eindige complexe vlak convergente reeksontwikkeling. Omgekeerd
i1s een functie met zo'n reeksontwikkeling geheel.

Opg. 1. Onderzoek of elk der volgende functies geheel is:

Z 1 1 sin 2
e CO8 Z3 E; ;E; z e

Len gehele functie is geheel transcendent als haar reeksontwikkeling
niet afbreekt,
Stelling van Liouville. Len begrensde gehele functie is constant. Immers,
last voor de functie f(z) gelden f(z) « M, dan heeft men voor elke co-
gfficiént a, ven haar rceksontwikkeling
o [ f(z) g ie M
. ¢} 271 ¢ n+l P ogR

geldig voor iedere R binnen het convergentiegebied, Ditv gebied omvat het
= 0 voor n=1,2,... , waaruit volgt

gehele eindige z-vlak, dus a
f(z) = &O.

Aequivalent met deze stelling is de uitspraak dat een niet constante
gehele functie buiten iedere cirkel absoluut genomen willekeurig grote
waarden aanneemt,

Het is ons thans mogelijk een bewijs te geven van de hoofdstelling
van de algebra, die zegt, dat iedere veelterm van een graad = 1 ten
ninste €één nulpunt begzit,

Eerst bewijzen wij dat voor een veelterm van een graad n die >1 1is,

f(z) = agzn + aizn"1 + e, 47+ 8,

n



voor voldoende grote waarde van |zl geldt
l2(2)] > & laf lzI®,

, fnle, |
kies z zo, dat 'z! > max = - Dan is
® O‘

Inmers

dus ) \
jf(z)jg,iaozﬂ§~%ialzn”1l+...+,an_1z’+1anq2 %!aaizln.

Wij zien dus dat onze veelterm f(z) voor voldoende grote waarden ven |zl
in absolute waarde boven iedere grens groeit.

Onderstel nu, dat f(z) geen enkel eindig nulpunt bezat, De functie
?T%T was dan in het gehele eindige z-vlak analytisch en is op grond van
de stelling van Liouville voor voldoende grote |z} willekeurig groot in
ebsolute wearde, in strijd met het feit, dat |f(z)! voor voldoend grote
izlook willekeurig groot is.

Opgave 2. Zij f(z) een gehele functie met de eigenschap, dat ﬁ&%l in het
cehele eindige z-vlak begrensd is. Bewijs dan dat f(z) een veefterm is
in z van een graad £ m.

Len gehele functie met afbrekende reeksontwikkeling heet geheel ra-
tionaal. Breekt de reeksontwikieling niet af, dan noemt men de functie
geheel transcendent.

Opgave 3. Bepaal van elk der volgende functies of ze geheel of niet ge-
heel en raticnaal of transcerdent zijn

cot z+i -2iz, e” sin z
= .

sin z; cot 2~1 ’ i Z

Stelling van Casorati-Weierstrass.

..en gehele transcendente functie benadert buiten elke cirkel elke waar-
de willekeurig dicht.

Dit wil zeggen, dat bi] leder positief getal £ , ieder positief ge-
:al R, ieder complex getal c een getal z te vinden is met

izl >R en If(z) - cl< g

Wij onderscheiden bij het bewijs verschillende gevallen,
19, Heeft f(z) oneindig veel punten met f(z) = c¢, dan liggen die niet
alle binnen de cirkel lz! = R (want wegens vroeger gevonden stellingen
zou men dan vinden f(z) = c overal binnen die cirkel), zodat er zeker een
punt z met 'z!> R bestaat, waarvoor f(z) = ¢ is,
29, Heeft f(z) geen punt met f(z) = c, beschouw dan de niet constente
gehele functie glz) = TTE}:E’ dan is er al weer wegens het theorema van
Liouville een getal z met !z!> R te vinden, waarvoor geldt ]g(z)!) é%y
dus voor dit punt z geldt |[f(z)~-ci< £ .
3%, Heeft f(z) eindig veel punten ZyyZoy.. .2y, waar £(z) = ¢, dan be-
staen er natuurlijke getallen &, ,OX,, .., , zodanig dat de functie

flz)~-c

(z~z1fx1.;.(z—zkka

glz) =

in ¢ niet de waarde nul sanncemt en de functie h(z) = ~%§7 is dan sen

gehele transcendente functie, die voor voldoends grote |zl voldoet aan



o
]h(z)* > —g—!z} , waarin o™X =CX}+...+O‘k gesteld is. Dus
E !{g‘g ffg{

f(z) = e <L

voor voldoende grote lzl. Kies verder nog !zl zo groot dat

X o o
lz-z 1..& 1%21‘} k zﬂ 1 2| k
= 11 —-— é’ < 2,

ot ! 43

dan vindt men |f(z)-cl< £ voor de bovenasngegeven keuze van lzl, waer-
mee de stelling bewezen is,
Opgave 4, Bepaal een punt z met |z!> 10, waarvoor geldt e? = 3.

(e

2. Laurentreeksen,.

Beschouw een functie f(z), die enalytisch is in de cirkelring bepaald
door r< !z—zol < R, wearin r en R twee willekeurige re¥le getallen zijn
met 0 < r <R o, Wij gaan een ontwikkeling voor f(z) afleiden, geldig
in de‘.e 01rke1r1ng Kies hiertce voor een gegeven z met r< lz-zot < R twee

getallen = en b met r< a<!z-z | < b <R, en beschouw de cirkels lz—z | =
= & en !z-—zot = b, die wij Ca en Cb noemen, Verbindt men deze door twee
radiale verbindingswegen k en k', dan vindt men uit de stelling van Caucly
gemakkelijk

! /E(B) 1 f(s
£(2) = ;7 £ 52 95 - T 5/_5:)2' ds.
b a

Voor de eerste integraal schrijven wij

@ n
“/{ f(s)ds 1 J/r;T_' £(s)(z-z,) ds
z=2, e 1 % 720 (s-z )BT
“ (s-z I = == b T 0
° Z=2
en wegens de uniforme convergentie der optredende reeks (immers E:E"'<
< % < 1 vinden wij hiervoor o
@
T n 1 /’ fis n
/ (z=z ) ____L_l_T ds = a (z-z)
n=0 © (s Zq n~ n o” ?
woarin
g = f(s)ds
n =~ 2Tl . n+1°
3 (b"'z }

Op gelijke wijze zien wij in, dat voor de tweede integraal te schrijven

- £(s)ds /“"‘ £(s)(s-z )"
2‘77 s-—z 2771 - )n+1 ds,
E'l

(z—z Y(1 - E*;;)

8=2

wegens de uniforme convergentie der laatste reeks (immers ‘
nen wij het laatste 1lid verder herleiden tot

Ox L’ VY L
27, <a\1)kun

@® ; /” ®

s . -1 1 / n _ -1
(2-2) 1 L (e (em2)? a8 =) e (22 )R,

n= Ca n=1

wearin ; / ]
=
a*n = ??FT ¢ f(ﬁ)(S—Zo) ds.
a



%1} kunnen het resultast samenvatten tot de lLaurentreeks

®
f(z) = 2 an(zuzo)n, a, = E%Vf V//H z-£1?%¢7 ds,
8~
)

5 e (Y ~
Ca of Cb

Als integratieweg kan men i.p.v. de cirkels Ca en Cb eenzelfde binnen

het ringgebied gesloten veg kiezen, b.v. de cirkel lz-z | =L met r<0<R.
Alle coéfficiénten in de gevonden Laurentreeks zijn ondubbelzinnig

door de functie f(z) bepaald. De ontwikkeling is geldig voor ieder punt

Z binnen de ring r<:iz~z01< R, want bij ieder zo'n punt zijn de bovenge-

bruikte petallen a en b te vinden. o)

Wij merken nog op, dat de gevonden reeks 2 a,

n=0 ®

overal binnen de cirkel {z~20| = R en de reeks E
n=1
bulten de cirkel lz«zol = r, zodat hun som slechts binnen de beschouwde

ring convergeert,

(z-2 )" convergeert
0

-n
a_ (z-z )7" overal

Jog., 1. Ontwikkel de funectie z(z—1;(z—2) binnen elk der drie ringen
Ce<lzic 1 1< lzi<e; 2<!z¥%¢n.

De gevonden ontwikkeling E:::_an(z~zo)n is de enige binnen de be-
scﬁfuwde ring geldige, want LBET8Rd er ook nog een ontwikkeling

|

[

<

)

D
/b

Ti=—00 B
grser de resultaten langs een willekeurige cirkel, gelegen binnen de ring.
Dan vindt men 2mia, = 277ib, , wazrmede voor alle gehele k de identiteit

der coéfficiénten 2, en b, vaststaat,

(z~zo)n, vermenigvuldig dan beide reeksen met (z~zo)k'1 en inte~

I

Upg. 2. Bepaal de Laurentontwikkeling van de functies
A

1

Z } H .
e” - e® voor 0<izi<oo

-9

cos Z—i—Tvocr 1<zl <0

1
=z

e voor izl > 1

PRE—— L

V(2-1)(2=3) voorlzl> 3.

ws

7y

{

3. Gelsoleerde singuliere punten.

~

s
2ij f(z) analytisch in de ocmgeving van een punt zo, dit punt Zo zelf
eventueel uitgezonderd. Voor alle z # Z, met voldoende kleine lz—zoiis

dan f(z) volgens het voorafgaande te ontwikkelen in een Laurentreeks
@

— N, yosoazo
), an(z—zo) ; hierin is

N=~00
1 f(s -
®n = TWT _T))ﬁﬂ' as,
0

o (s-

waarin C een willekeurige cirkel met middelpunt z, en voldoende kleine
straal voorstelt. Er zijn nu verschillende gevallen mogelijk.

1%, De Laurentontwikkeling bevat uitsluitend termen met n> 0, dus a_
voor h = 1,2,... . Definieert men dan f(ze) = &,, dan is hierdoor de
functie f£(z) analytisch in het punt z,. Het punt z, is in dit geval dus

een regulier punt van de functie f(z) geworden.

n =0



FE 51

2°. De laurentontwikkeling bevat slechts eindig veel termen met negatie..
ve exponent. Zij X het grootste geheole getal met a " £ 0, dan is de

T A
functie g(z}mf (z~zo)“ f{z) in de omgevirg ven 2, te ontwikkelen in een

-

N, 4
machtreeks / .a8~k(z~zo)m, zodat deze functie door de definitie g(mo) =

aralytizch te wmaken i

i

% . Voor de oorspronkelijke functie
f(z) rosut men het punt z, een pocl ven de k€ orce of een k-voudigs pool.
et is duifeliljk, cdat er cen omgeving van £, is, waerbinnen geen andere
singulieres punten van f(z) liggen. De pool z, is dus een geisoleerd sin-
sulier purnt, In het beschouwde geval spreekt men van een niet-sssentidel

3¥. De Laurentreeks bevat oneindig veel termen met negatieve exponent, In
dit geval noemt men het punt z, een geisoleerd esgentidel gingulier punt.
len noemt bij een geisoleerd singulier puni de som der termen met ne-
fatieve cxponent, optredende in de Laurentontwikkeling, het hoofddeel
van £(z) i .
3 (/1nzo

Jpg. 1, Zepacl het hoofddeel van elk der volgende functies in de oorsprorg

Z.

ain = . 1 - gin
1in . (1 4+ 5)4; tg 2 gin z; cot
Z

L
i

-~

Cpe, 2. -telt men het hoofddeel van f£{z) in het geisoleerde singuliere

S o s s

1 C s . .
punt oz voor door 33(?"3_)’ dan is bij een k-vo.dige pool z de functie
/ +=
e

£(v) een veelterm van d8 X graad en bpi] een essentidel singulier punt
i3 de functie /(w) een gehele transcendente functie van w,
{
In de omgeving van een pool is de functie, absoluut genomen, groter

dan iedere vaste grens, want men heeft bij een pool z, van de x® orde
z—z | Fle(2)l > 4la_},

waarult de bewering gemakkelijk af te leiden is.

Stelling van Casorati-Weierstrass. In de'omgeving van een geisoleerd
essentiéel singulier punt z  benadert de functie f(z) iedere waarde
wil_ekeurig dicht, want zij ?9( L

— ) het lLoofdceel van f(z) in het punt
J a, de bekende term van a8 Laurentontwikkeling van f(z), dan be-

. en zi

o]
nal:

=

(v

rt de gehele tran scendente functie 90(w} + &, VOOT voldoende grote
waarden van | w! iedere waarde willekeurig dicht, dus benadert (z) in de
orzeving van zZ, iedere waarde willekeurig dicht, want in een voldoende

kleine ongeving van Zs is de functie
00
Ty o S (

Z~T o T4 &n s
o n=1 =

V. ]
SR

o N

willekeurig klein. I
Cng. 3. Beschouw de functie e” in de omgeving ven het essentidel singu-
liere Tunt O, Bepaal cen punt in die omgeving waarvoor geldt

1

-
z

e” = i,
¢n eveneens esern punt, waar deze funciie de waasrde 10 aannesmt,



4, Het oneindige,

'”*j dienen nu nog een waarde tos te kennen aan een analytische funce
tie irn net oneindige. Zij f(z) een senwacrdige duiten een cirkel lz! = R
analytiscﬂe funetie., Yij zeggen dexn dat de f“nctie £(z) hetzelfde gedrag
in het oneindige bezit als de functie y?(w) = f(*) in de ooraprung w = 0,

wen functie f£(z) 1s dus in het oneindige r&gulier als f( ) regulier
is in 2z oorsprong, 4.%.z. 2at in 3e Ilsurentoniwikkeling van f(—a de ter-
mer. met nezatieve exponent ontbreken, zodat in de Laureﬁtonfwikkeling
ven £(z) geldig buiten de cirkel {z| = R de tormen met positieve expo-~
r.ent onthreken,

€7y

Heeft voortis L,(wi = f(13 in w = 0 een pool van de k® orde, dan
zegt men dat £(z) in het onelnd¢&e een pool van de k® orde bezit. In dit
geval bevat de ILaurentontwikkeling van (£'(w) slechts k termen met nega-
tiesve exponent, zodat de termen met positieve exponent, die in de Laurent-
onxwikkeling van f(z) buiten de cirkel !'z! = R optreden, slechts zijn

s a(z-z )"
n=1 ‘

Is de oorsprong voor yﬁ(w) tenclotte een essentidel singulier punt,
dan is het oneindige voor f(z) een essentigel singulier punt. In dit ge-
val bevat de Leurentontwikkeling van,qf(w) in de omgeving van de oorsprong
oneindig veel termen met negatieve eibonent, dus de Laurentontwikkeling
van f{z) buiten de cirkel lz! = R bevat oneindig veel termen met positie~
ve sxvonent,

Coz. 1. Als £(z) in het oneindige een pool bezit, dan is bij elk positief
getal c een getal R te vinden met

l£(z)] > ¢ voor !lzl>H.
Jpg. 2. Heeft f£(z) in het oneindige een essentidel singulier punt, dan
benadert f(z) buiten ieders cirkel 'z! = R iedere gegeven waarde wille-
reaurig dicht (Stelling van Casorati-eierstrass).

Onder een omgeving van het oneindige verstaat men het buitengebied
van een willekeurige cirkel. len zegt dan ook, dat een functie in het
oneindige een bepaelde eigenschap bezit, als een cirkel gevonden kan wor-
den, zodanig dat buiten die cirkel de functie die eigenschap bezit,
5telling van Riemann. Zij f(z) esnwaardig en analytisch in de omgeving
Tan een punt Z4 (dat ook oo meg ziin), dit punt zelf eventueel uitgezon-
derd. Het punt 24 is dan en slechts dan regulier voor f(z) als er een
omgeving van Z, bestaat, waucrbinnen ,f(z)‘ begrensd is. Het punt 2, is
dan en slechts dan een pool van f(z) als bij ieder getal ¢ een omgeving
Zo te vinden is, waarin geldt if(z)}/ ¢. In ieder ander geval is het punt
z, een ezsentidel singulier punt van de functie f(z).

Immers in het geval dat z, eindig is, heeft mer de drie gevallen te
sescioumen, cat in de La¢ren»ow*m*k‘971*g van f{z)

o
—F
)

1y

2
(z) = A " o
=00

hetzij rul, hetzij een positief eindig zantal, hetzi] oneindig veel ter-



m3n optrsden met negatieve exponent, in elk van welke gevallen de bewe~
ring na rnet voorafgaande direct duidelijk is.

is z = o, dan andarsch@ideani4 dezz.lfde drie gevullen voor de
t L .
ot cj,,q‘.‘
Laurentontwikkeling van f(z) = zw 22
n=—® 2
Cpa, 3. Zenazl het gedrag in ket cneindige var elx der functies
22 2 &
zZ 44 z,
24; bk : cot z; cos z - sin gy EFZEZEL
£ AR -

r - R . ¥ -
¢ o, Verdere toepassingsn van de residuenstelling,
Eeede in nonfdstuk IV ¢ 4 hedhen wij de residuenstelling geformuleerd,

Cie ons leercde at de integraal

1
A f(s)ds
¢

genomen over een gesloten weg C gelijk is een de som der residuen van de
finetie £(2z) in de binner C gelegen singuliers punten ZageosyDye Hierbi}]
s het residu van de functie f{z) in een puni z, gelijk aan

1 /ﬁ Y4
?:TI - I(S; Sy
R
vearbli] de gesloten weg CO zo gekozen is, dat op en binnen C0 de functie

£{z) overal analytisch is, afgezien eventuezl van z, zelf, Wij merken

nog op, dat wij de integraal
Ve
TTT o e
ook tegenkwamen bij de lLaurentontwiklkeling

TJQ.
/ a, (z-z )"
==

van de functie f(z) in de owmgeving van z, en wel

1
8~1 = ?7?3 6//f(8)ds.

o]

stelling. Als £(z) binnen de cesloten enkelvoudige weg de nulpunten

Z43Z0ge.. 32y TESD. met multipiiciteiten ij E,...,C%k bezit, dan is
/ 3 I
?~—* © ds, ¥
mazrbii men onder N ae zZ.&., nulson 2 C’k verstaat.
k=1 °

Bewijs: lzat de functie £(z) in z, een nuipunt van de orde n, hebben.
Dear. heeft nen
n,
f(z) = (z~z1, (bo+b1(z—z1)+bg(@~kz} Fouu)y

f\"

w— |

voarin b, A O en dus

I
1
I " " -
293zT vsr voor het quotient Zgp—+ esen ontwik =l ng‘vi,,w van ds gedaante

o Bra vt w
. .2



n
f ! 2 1 . ”» ™ 2 %
2] ~ EZE?(1+d1(z“‘i)+d2(”"“1) Fraess :
L)
Sleruit volgt onmiddellijk dat het residu van fxtf in het punt z, gellk

i d
is aan n,, waarna ult ds residirenstelling volgt, daz

1 -/f'a M
77T C?ﬁ%“”

is.
Stelling, Heeft f£(z) bimnen Az eriziveouiic: gesloven weg C in de nunten

Z9y%py...,2), Dolen resp. van le orde & .,0, ..., en is f(z) verder
op en tinnen C regulier ew ongslijlr een nul, dean is

/e

i =) .
eI < TI(s ds = P'k

waarin onder P de z.g. poolsom;z:mﬁfk ver:tuan vordt.
k=1

Voor het bewijs beschoure ror een pool z, van f{z) van de orde n, en
L
merke op, dat in de omgeving wr ¥o pwl e fntle & een Laurentontwikke-

ling ven de gedaante

—El—(1+~ (z=z,)+e,(2~-2 )2 )
Ll 2‘21 |_1 1; 2 U1 + ® & ®

bezit, waaruit het gewenste re~:iliazat onmiddellijk volgt,
Stelling, Bezit de functie f(z) binnexn de erkelvoudige gesloten weg C
nulpunten in de punten ZygevesZy €1 vrolen in de punten Z;,..‘,Zé, en is
op C de functie f(z) analytisch en £ 0, dan is
1 /ﬁf'(s)
271 “é I(s)
waarblj N en P de nulsom resp. poclsom van f(z) voorstellen in het door

ds = N-D,

C omsloten gebied.

Het bewijs verloopt analoog aan dat dor beide vorige stellingen door
op te merken, dat de enige punten wasr de Iintezrand niet regulier is, de
nulpunten en polen van f(z) zijn.

711j passen het voorgazrde toe om normeels de hoofdstelling van de
algebra te Ybewijzen.

Allereerst merken wij op dat voor voldoende grote |zl ds functie

f(z) = aozn + a1zn"‘ + ... + a, geen nulpunten bezit, want men kan Izl
zo groot kiezen, dat |f(z)| > % 3&0!.!zln (zie blz, 48 regel 2). Beschouw

nu een willekeurige enkelvoudige gesloten weg C, gelegen in het zo®ven
genoemde gebied, waarin f(z) £ 0. Dan heeft men

1 £'(s)

277 1 o i(s)

is voor de veelterm f(z) de poclaom P=0 en de nulsom N is g2lijk ean

s = N-—P.

-
NTys
I

de som der multipliciteiten van alle nulpunten van f(z). Verd:r vindt men
bij £(z) = aozn - a1zn"1 + ... + & voor de integran’ de vaarde

n v 2
= %‘(1+b12‘?’b242 +e q.\ 3

dus ] 1 (s)
'{s) .. _
ok AN { €) Bt

wearuit direct volgt n = N,




Lo o

Wij bewijzen thans met behulp van de residuenstelling de uit de

reele analyse bekende formule
<D

//sin X 95 = 2
& X 2

-~

Hiertoe kiezen wi] een contour C, die bestaat ult het deel der reéle as
van r naar R (waarbij R> r > 0), de halve cirkel z = Ret (waarbij
loopt van O tot ﬂr), het deel van -R tot ~r der negatiecve reédle as enjde
halve cirkel z = re 7J (waarbi] ¢T700pt van 77 tot 0). Binnen deze con-
tour is de functie e reJulwer, zodat

“z -
1ls
/—%—-—ds:O.
c

Wij splitsen de integratiéweg in de vier bovenopgesomde gedeelten. len
vindt den voor het eerste en derdc deel

R -1 R
ix ix .
// = ax + g dx = 21 80 X ax,
J X X X
r -R r
dus
T A
sin_X _ 1 iReiy 1 ire199
e M-ug e dg4—2 e d%.

r
In de eerste integraal in het rechterlid is de integrand, absoluut geno-
nen, ten hoogste gelijk aan

~

‘ iR (cos o + i singﬁ) _ --R sin ¢ .

Wij splitsen d1e integraal in drie 1ntegralen
7’7—- {)
J/; + J/

en zien dat hun som, absoluut genomen ten hoogste gelijk is aan
N - in & o \ - in d
e Tre R Sln’é + O =28 + g R 8INC

e s s i . .
1ij kiezen ¢ = — en zien dan dat voor voldoende grote R wegens

Vr

sin 5‘>‘ %(& de integraal langs de halve cirkel tz! = R absoluut genomnen

_%\/R

ten hoogste gelijk is aan

2 + 77 e en derhalve voor R—ym tot nul na-
/R
dert.
Verder heeft men
va 7 4
el / / R
ire— _ ire _
/e dSD =/ dﬁ;wr (e 1)630
0 0 0

. ig7
, . . . i : .
Daar in de omgeving van r = 0 de functie e re -1 begrensd is, nadert

T
de tweede integraal in het rechterlid der laatste formule met r—» O tot
nul, zodat men uiteindelijk vindt:



oo 7"

sin x 1 T
/ x &E=3 /dP=3.

0 0
Op analoge wijze bewijzen wij de formule
7 1
a~ 7T
BT s smaw (0<a <1)

[

O //"‘w..
Beschouw daartoe de integraal \\
[ S—

- "N
/ z

2+ 92 e fR
C
waarbij arg z = O op de positieve reéle as.
Hierbij bestaat C uit vier gedeelten:
C, loopt rechtlijnig langs de re¥le as van r naar R (met 0 < r <1 <R);

1
02 is de cirkel jz| = R, in positieve zin doorlopen;
3 is de rechte van R naar r;
4 is de cirkel Iz] = r in negatieve zin doorlopen.
Men vindts R
(o [ o ) £a 27
</ - x+1 x+1
ST S
B e
= -219”1(8‘"1) s5in77 (a-1) / -—-—-1— dx.
21
a-1 i(a—-1) a
Verder is}/ = ‘1/R ito 50 igp dﬁ[} 27TR — 0,
1+Re™~
‘C
2 0
voor R—> @ wegens a » 0O
en 2m .
a-1 i(a-1)¢ i@ a
/;:I-—i . Yo 49 <217_7:rr — 0 voor r—>0
| . 1+re ¥
4 0
has il . Tria X Coxa"1
= dz = - 2ie 8in 77 a T dx.
C 0]

De integraal in het linkerlid is wesens de residuenstelling gelijk aan

277 1 maal het residu der functie za ! in het punt z = -1, het enige

Tz+1
bivmew C gelegen singuliere punt van deze functie. Dit residu is

~1
lim (Z+1)L—T - e(a"1)7T i

A I |
Derhalve is s .
X+ 1 - o5 7T al T gin 7 a
5 ie

s8in 77 a



Vaa1 telang bij het sommeren van bepaalde reeksen is de volgende
eigenschaps
Zijn binnen de contour C de functies (£ (z) en f(z) eenwaardig en analy-
tisch en is op C de functie f(z) # O,/dan is:

1 P(s)f'(s) P(z)ft
ZrL 7 S s = Zomes. Hlghlel

waarbij de som in het rechterlid wordt uitgestrekt over de nulpunten
van f(z).
Onderstelt men verder dat f(z) en 90(2) geen nulpunt gemeen hebben.

Dan vindt men voor het residu der uitdrukking 3” z%f;)z) in een k-~voudig

anulpunt a van f(z) de waarde
(z=a) L (z)£'(2)

14 =k ) .
2 5a tz) P
Derhalve 1is
€1} 2;1/?(8%'('(8)8‘) ds =ng(a),
o)

waarin de som wordt uitgestrekt over alle binnen C gelegen nulpunten van
f(z) en bij een k-voudig nulpunt a in het rechterlid k termen 99(a) te

nemen zijne. o
Wij passen dit resultaat eens toe om de som > 12 te bepalen.
n=1 n
“ij kiezen daartoe 99(2) = l§ en £{z) = sin z, welke de enkelvoudige
z
nulpunten z = n7 bezit. Neemt men voor de comtour C de cirkel lz! = R,
dan heeft men binnen die contour als enige de singulariteiten van de
integrand de punten z = n7. Voor n # O is het residu van OOS.Z
in z = n77 gelijk aan Z sin oz
|
1im (z—nvrg cot z _ 94, z cot___‘z2 = — 1 .
Z—>nTr A z=0  {z+n77) nc 17
Voor n = O daarentegen is de integrand te ontwikkelen in de gedaante
1_21.2-_{.?-%-_ 1--%E+'%f-“'oon
2 4- ® ® 9 :-L 2 24
2 z3 25 23 22 24
Z(Z-'—6-+-:1"2'—6--”) 1-—'—6'4--1'-2’—*-.-.
2 4 2
1 Z Z z 4
__";3‘(1'-24‘ 4‘0-0)(1+~'E'+CZ +-|a)
I S 3
= 23 -3zt dz + €27 + eesy,

zodat het beschouwde residu in z = 0 gelijk is aan % .

Verder bewijzen wij dat voor R —>® de integraal

I fj/é%§_§_§§ tot nul nadert.
s~ s8in s
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Stel daartoe s = Reisa; aangezien de integrand een oneven functie
van 8 1s, heeft men dan:

1 - 2 / co8 8 id@ /(ﬁzﬂi G o 1)M
g
A o Reigﬁ(egﬂl & 1)

Voor 0550577 heeft men

| 62R1 ei“?+1; _ | ¢2Ri cosp- 2R sing 1{< ~2R sing ¢

2.

en voor c< 59577 Jgeldt

i

o221 &' _ | _ | ,2R 1 cosp- 2 R sing il31 - R sin g y_¢~2R s1nd
Derhalve is
f st
cot s id Q@ t( 277 -0
¥ y - voor R — o
“ Rel¥ R(1-e~28 8ind

™
Beschouw voor-: de afgesloten 7 —omgeving U van het punt R = (n+3)77 .

Hierin is de functie cot s begrensd. ( M). 8
Neem nu voor J een positief getal(—rﬁ « Dan heeft men sin 5 5 m,

'rr
dus ’Re -RI = 2R sin 5 Z’ dus het gedeelte van de integratieweg

s = Re'¥ met 0< @ <() ligt geheel binnen ¥ en daar geldt dus

!cot si < M: men heeft dus

. s
,/Cth.ld(p $M\<N—‘—-§—>Oalsn-—->m.
¢ Re’ R 4R
Evenzo vindt men dat )
1im ‘ /co‘t sij(.&'d(ﬁ .
R—w pe R e 7
Dorhalve is )
/_c_o_t_é_g ds = 0, dus
c 8
s 1 1 Zcf 72
A z? é - O’ d’U.S o = ®
n=- ® n_ I7 3 n=1 n2 8
n # 0

Opg. 1. Op geheel dezelfde wijze tone men aan dat
2

R
n=1 n4 90
0pg- 2. Bewijs voor natuurlijke k 2:1:1 ;%E = ck'rr2k , waarin cy edn

rationaal getal voorstelt.

Stelling van Rouché.

Zijn de functies f(z) en g(z) eenwaardig en analytisch op en binnen
de enkelvoudige gesloten weg C, en gelden op C de relaties f(z) # O3
‘f(z)f?>!g(z)l , dan hebben de functies f(z) en f(z) + g(z) evenveel
nulpunten binnen C.




Iuwers het santal nulpunten van £(z) resp. f£(z) + g(z) gelegen
binnen C, is gelijk aan

]
SO VA O o

zodat het verschil dier aantallen gelijg is aan

g(s)y,
1 f20s) + mi(s) _ £0s) ya. 1 [+ Fep)
B4 J//( (:) i g(s? - f(s? )ds = ?wi 1+ % § ds

- 2 lom%{-p!

Men heeft dus de aangroeiing van de logarithme te bestuderen voor het
gevel s de contour C doorloopte Het getal p = 1 + %%"} blijft daarbi]

voldoen aan 'p—1j = 1%%—%1<11, dus p blijft in het rechterhalfvlak,

waaruit volgt dat de beschouwde logarithme langs C een aangroeiing = O
heeft, waarmede de stelling bewezen is.

Ook uit de stelling van Rouché is de hoofdstelling der algebra te
bewijzen.

Beschouw daartoe de functies f(z) = aozn+...+ a4 glz) = a1zn~1+ .o

oot e h(z) = aozn. Er bestaat een getal R, zodanig dat voor lz!| > R
geldt le(z)] < fh(z)‘
nta c
(neem bv. !zl > max // s vergelijk blz.48, 3e regel)
- - hagl
pP=1yee4n-1

Derhalve hebben £(z) = g(z) + h(z) en h(z) binnen de cirkel Izl =
evenveel nulpunten. De functie h(z) heeft er binnen die cirkel C juist

n, want ; .///naosn—T
i) amo e
¢

808

Dus f(z) heeft binnen C ook n nulpunten. Dear een veelterm van de
graad n niet meer dan n nulpunten kan bezitten, heeft f(z) in het gehele
complexe vliak juist n nulpunten.

Splitesing in partieelbreuken.

Beschouw de functie 927Tiz .
cot 77z = 1 927712 np

polen met residu %, in de punten Z, = n{(n geheel). Men beschouwe cir-

. Deze bezit enkelvoudige

keltjes met zo'n punt Z, als middelpunt en straal §<:%. Buiten deze cir-
keltjes is cot 77 z begrensd veor lz! < (2m+1)7 .+ Zij H het rechts van de
imaginaire as gelegen gedeelte van de cirkel C bepaald door

lz! = (2m+1) 77 « Dan heeft men

1 cot T s _ - 1 1
1 J/f —- ds = =7 ~J//cot 7 s( 5% - §:¥)ds.
c H

~14

e



Opge 2 Men tone aan dat voor m— ® het rechterlid tot nul nadert, en
leide daaruit af

r %)

1 1
Tt = =k - .
T cot 77t : 21:21 - R—)

Onge. 4. Toon evenzo aan

)
1 1 1 1
+ 5 =73+ 2% - TTEEE e
e -1 K n=1 470t
Opgs. 2« Toon aan voor 0<a<1
) .
ot _ E e? ‘1 )

Opge. 6. Toon aan dat de functie f(z) = tgz - z slechts re&le nulpunten
bezit. Bewijs vervolzens

B EE
2 - 10?
“x
waarbij in het linkerlid gesommesrd wordt over alle positieve nulpunten
Zye der beschouwde functie. Men beschouwe hiertoe de integraal

2f's is -
s f(s)

izl =R
WiJ berekenen thans de integraal
o ptF
..22
I = e dz

0
Hier ®&§ wordt rechtlijnig geintegreerd langs een halfrechte door de
oorsyprong, die met de positieve reéle as een hoek (¢ maakt met lﬁt’k-}r .

Wij onderstellen bekend dat in het gevalSD = 0 de integraal gelijk is
aan /77
=) °

r
Thans beschouwen wilj de contourintegraalj e~z dz, waarbij geinte~-
C
greerd wordt rechtlijnig van O naar R, verder langs de cirkelboog
2] = R van R naar Re ¥ en tenslotte rechtlijnig van Re ¥ naar O.

Wij tonen aan dat de integraal langs het gebogen gedeelte van de inte-
gratieweg C voor R— ® tot nul nadert, zodat wij vinden

coet?

2
/ e~ % dz = %V%—' voorlgﬁl«’-z,?z ,
0

Nu is de integraal over het genoemde gebogen gedeelte van de contour
absoluut genomen ten hoogste gelijk aan

2
e~R2(cos 2¢ + 1 sin 2y ) ..;:aSQ L e"PL cos 250 ,Rsﬁ

max ,

en de laatste uitdrukking nadert voor R— ® +tot nul wegens cos 2? > 0.
Kiezen wij thans 50: o, Dan is
T 4

7
/ e—-RQ(cos ZL// + 1 sin 2¢/); g Y ap
O .



L T et
776

&
gelijk aan /+ /, dus in absolute waarde ten hoogste gelijk aan

m
0 7 )
TR -R% -R% RZAR -5 -
T8 A sin 28, §R® cosz . -R%J B L §<TE Ry § voor 4=
Voor R —¢ 2 nadert deze uitdrukiting ook tot nul, zodat men vindt
4
et
2
"% dz = éi/??
D A v
Op de integratieweg heeft men z = t(cos 7+ising ), dus
i 2
/ eIV (3V2 + 3iV2)at = VT
dus 0 e
/ (cos £2- 1 gin "t2)(1 + i)dt =1/—§,
O .
dus (%) &9
[/
/ cos tzdt :—-/sin tgdt = %i/ 5 -
0 o]
Thans berekenen wij integralen van het type
_/ e " f(x)dx (a > 0),

waarblj de fﬁcn/gtie f(z) op en boven de re&le as eenwaardig en analytisch
is afgezien van eindig veel punten z met Iz > 0. Verder is ondersteld,
dat f(z) tot nul nadert voor |z|-—->C'met Iz > 0. Wij beschouwen hier-
toe de integratieweg C bestaande uit de rechte weg van =R naar +R en de
halve mirkel H met stiaal R, lopende van R naar -R in het 1° en Ede
guadrant. Men heeft dan 7

m v
t /elasf(s)ds < LE/e"a‘R sinPry o = 26/ e siny Rd ¢
- / Y 77
H 0 0 /‘g
Splits weer de laatste inteoranl in de gedeelten/en/ . Voor het
0 §

eerste deel vindt men de majorante R c,? en voor het tweede deel

0 - .
¢8R SInC  R7 | gies 4 = —— , dan is de gevonden uitdrukking ten

VR
hoogste gelijk aan _aVYR
R ¢
5§ ’ @
Voor R -—>® nadert derhalve’f}tot nul, dus
H

co
/eiuf(x)dx n/ laXers)an

-CO C

Opz. 7. Bereken /wiax




berekenen. Hierin is u > O. Beschouw de rechthoek R met hoekpunten
«TT, 7, T+ iN, =774+ iN (waarin N voldoet aan N > log u). De inte-
graal langs R is dan 27 i maal de som der residuen van Z in de bin-
e -1z

nen R gelegen nulpunten van u-e 12, dus de punten i log u + 27k (k ge-
heel), voawzover deze-ldnnen R gelcgen. In ons geval is dat slechts het punt
i log u als u > 1 en treedt er niet zo'n singulier punt op als u < 1. Is
u> 1, dan is het beschouwde residu geaijk aan ;L__o_g__g (bewijs dat).

Dus EV‘M als u > 1;
zdz _
/_e-iz
R C ala u < 1.
Hu nadert -

voor N— ® tot nul (bewijs dit)
en verder geldt:

T AN =TT +iN N
ﬁ/ /. /aTais)  A(=T 18)} a8
. ;/77' o"l | u—e- ’rlgs ueg 718
, > a*s 2
= 277 i /-—-——@%—-— = 271 lof“’“;u“ l! = 2ul {log(Hu) log( 1+ue” )z
8 u+e g J’
Neemt men dfe limiet voor ¥ — @ dan v:‘mdt men
s (2771 - 2T, s
/ xdx ) Tu g u -5y log(1+u) = === log u+1 als u > 13
-ix TN
U 2774 2771 1
7 i - = log(1+u) = log o als O0<u<1.

=14

Opze 8. Leidt #it het gevondene af( T og & 1 als w2 1:
/ X_sin x a s o
2 e
u - -2u cos x+1

Xia
l = log (u+1), als 0<u<t.
71ij vonden vroeger voor een op en binnen C analytische functie £(z) de
formule 1
557 ) L(8) T cot 77 s ds =Z f(n), waarbij gesommeerd wordt
n

C
over de binnen C gelegen gehele getallen n. Heeft £(z) binnen eindig veel

polen, dan vermcerdere men het rechterlid met de residuen van de integrand
in die polen. Dit resultaat passen wij toe met f(z) = (z+a)-2(a niet ge=
heel). Daar lim/ = 0, als C een cirkel met straal n+% voorstelt en

C
n > ®o, heeft men
1%
1 - Res LCotTz _ 7 2
m =-co(a+n) z=-a (z+a)§E sinzTTa
Opge 9. Bewijs oo ‘ Ta -Ta
Z 1 ___1_§_ . _%7__ e + e
n=0 a“+n 2a a Te T
.10. Bewijs
<& = - -, +2 %‘ > >
S T M fimmgnC a a4 Ln .
waarbij de la&tste som wordt genomen over alle binnen C gelegen polen

a van f£(s), mits geen dezer polen samenvalt met een geheel getal.



s
1en slotte legpen wl) verband tussen de formules voor 3; “QE en de

n=1 n
splitsing in partieelbreuken van cot 1 z.

Hiertoe voeren wij in de getallen ven Bernoulll BO,B1,B£.,.. ze-~

Jefinieerd door

L
Uit ——2- = 7
e %1 n=0

volgt na aftrexking

z -2 & By
ef-1  e”%.1 AT
dus voor cneven h 2 3 zeldt B

Verder heeft men

aus

A S Z
R G &
h=0 h hT

(\w h f" z':{ m‘ ZS 8
k=0 520 e

o Krijfgt men

B, (551,

Gu8 voor s = 2 3, .

8
ToB (%)
h=0 h* h

wagrult de B

Men vindt

ne.2llen BO, PR

. _ 1 - _ 1
1”.10 = 1, B,} = -7=~ 5’"5 —-3, B,

1 1
4;*..—3—-,,{“ BO =% -@,_.‘

Met behuir der getsllen van Bernocul.il

wiceo ling van z In ae omemevin, van dc¢ oorsprong te geven.
1z -1 !
ety 2z o= cos 2 = Te ‘ 1 ""T'ii = 1(" e 2 )
‘ san I ‘u;‘,z 5{2
e -1 e -1
[ea s ot
. > B
1 212 4 I n
i - = 1 —_ === {F1iz -
=it3g oz =T h. (712)
< -'-1 n=0
- f‘ak
~'- —.\'l&»(— . -
s ()T By g
= £ -.Tm_r_— 7z
k=0 e
Wij vergelijken cgge formu.c et het resultaat van opgave 3,

nog verder omvormen

Tcot 7z = %—- 2z .. LI ; - 2z . : 3m+_ =
n=1 n--z i n=1 m=0 n°
- L™
=2 o 3 z?m+“ = 1
Z m=0 n= n?iim« 2

Wiy vinden cdan direct

successievell jk kunnen worden berekend.

i3 het genakkelijk de Laurent nte

Mcu heeft

dat wiy
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. VA=1.2

.{.:.. '1 (“') F(k kbek » ;:k
i R ') 7 i) ;
n=1 n?k (2k):

%

waarrnede de Urmule van opgeve 7 13 teruggevonden.

¢
O 9. De omkering van cen enalytische functle.

Zi; w = f{2) sneiytiscrn .n een punt z_ én n een omgeving

-

W ’:‘i‘:
punt. d.w.z. z1) f£{z) =nslytisch op en binnen cen cilrikel Ciz—zagm a2,

niersiel f‘(zﬂ) # 0. Dear f{z) 213 unalytische funetle zeker cont.md
w8 vestaal er bil] ledesr vosit.e® petal © cen getal . . Zodanip v

y£(z) - £z ) - 1, codrs jz - Zo) & -

Dit wil geggen Jui door de functie t(z) punten in zekere omgeving van

Zs worden overgevosrd In punten in zekere omgeving van het punt i
W, = f(zo}; of di: lwstste omgpeving xgeceeltelljk, reheel of meer o

eens wordt overdaxt door de beeldern der punten binnen de eerstgencem.
smgeving, bligkt hierbly noi nict. W. ! tonen echter aan dat op grond
780 f’(zO) £ 0 ~mgevingen zi)n swc t< zev:n, zodanlg dat het tweede

L)
s P 0 )u‘-t
cen vunt z van een omzeving van z_ behumrt Dit kan men nek zo forau-

net geval 18 w.s.w. dat biJ ieder dun® w ven een omgeving van w

leren dat er een eenwaardipe funciie y bestaat, zodanig dat z =9 (w)
voor alle w 1n du bewuste ommeving van W De ¢lgenschappen van dzze
inverse funclie § volgen c.arna op ecnvoudize wijze. Allereerst vewli-
zen wll hel Lestarn van ¢ Inverse funchie o .

1 waarblj het getal Eﬁ v R ozo
cekozen ls Zat overal »p ¢n binnen ngeldt £(z) # W mits z # 2 (oo
<en; verg. Je stellln: op biz. %0) . De functie | f(z) - woi hecultl u:

i

Begchouw zen cirkel € jz -2z, =R

|

*
<

cen o8itlieve ondergren: @ op de cirkel C?“ Beschouw nu de clrke. Cw

met atr=ali .moom w . Wl tonen aan dat ouze de gewonste omgeviug «'m

W, AmSiult. Kice asertou ven punt w olnnen Cw én toen can dat {(z) - =
. P N N . » . 3
Juilst een cankelvoudt. nuliant 2 bezlt binnen Vo Gdow.z, dat de urtdruke

c
z
. ~ i )
iie het aantval Jar gezochfte nulvunten assngzeft, gelijk is aan 1 7/, Wi

r o}
weten dat deze ultdrukking

T = 1
N ]

CZ
e 2 e -

x) Ook met e Stelling ven Fouchd 1s dit resultast te verkrljgen. Immers
uit {f(z}»wO} % My gw-w,y geldin op C o volgt det de functles f(z)-w0
en f(z)-w0+(wo—w) = £{z)-w binnen C, evenveel nulpunten bezitten.
Omdat f(z)—wo er precles £én vezit, is dit ook hei geval met £(z)-w.



FR

is, want f(z}aw heeft juist één cnkelvcudig nuipunt binnen C, . Aange-
zlen de uitdrukking (1) een ro¥el geheel getsl 18 en voor w = ¥ e
woarde 1 asnneemt, z!in wi zgker dat deze voor ledere w blnnen 3w ag
waards 1 bezit, zodra wil, musr santonen, dat die ultdrukking continu
s wnw  Nu heefvt men

N . ) 3 ot ﬂ‘%i i { ‘!(3}(»31.\*‘98,!\ Vm,
\ O =R O R P I & O E MU OE I=

' M\Wﬂ 1§fh x1
'”)

)

hierin 12 M = max y L' (8): voor u op C_; weyons 3?{&‘-woz‘> m voor o of
C, =n iw. = Wy ~I3m voor ¥ binaca C zlet men dat ¥ ~f(8) ) ecn post-
svi ondergrins bez!t (/=1,2) Aie d gunoema 1. w1¢ zien dus dat het
1l willelkeuriy wicin wordt, wuis wq en w, dicht genoszs
Lil 2ikacr worden gekozen (mits plrnen Cw) Hiermede 1c de stslling e-
wezen. flg wevslig von het pevond.ne ilelden w!) enige evigenschappen of
von de funeti: z = @ (w). Wi senn .1, do afgelelde van P (w) bepalin,

Jus de limilet ven ,
Q (W) .. :*\\ (WO

"

v
T

ir w totr W, nausrt, Wl wzten dat w o -9 W nARLVELent Lo w. e

2= @ (n) -yewl =z, dus
(- W e
N (! e ( = L 9 = 1 = -
b - - . .-r‘_#" = = fv )
W W " W z 5z, e ”(zo) lim ‘zl-l-ziiﬂl ' {”w’
" YA

% »Z O
K o)
Dernalvs vester ¢ de afgclelds rn q;(w} cn Vo Ltdoet aan

@’(N‘ AN
Voor ledcr punt ¢ mew 0 {2) # U ' cen z2nslytische functle dus omkeoy-
besr cn men hoeft voor dic omgering z = @(w) de velutlc @ (W) = .1
Wil willen @@ smara Je efboervng v = 1(z) In het gevel zf(v)vi 0

nog ievs nader begtudercn. Beschouw daartoc in hetl z = x+ly-vlek zen

oy
()
jo3
=
=
o
=
=
53]
<
i

x(t); o = y(t}. Cnder Jde¢ reoklijn hieraan in een puht
X, = x(tg), V. = 3(tc} versbtran we zosls bekend de rechre

= x_ + (t«to)z (TO§; V=Y, t (tutﬁ)y’(to)
o7 wel de verzaneling der punten

P " - 3 M
z =z + (t to)z (to;, (e )
De richtingecolffici¥nt dier r~sakiljn is ETTTQT ; deze raaklijn
maakt due een hoelr o met de redle as, die voldeet® aan
w’gte) Rz (£ ) Izt (

“ = E 0‘18 -
cos / (t )+y‘2(t ) \Z'(to)\ in e~ ~*TT?—T— dus ol arg gi{té
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Wij pessen nu de transformatie toe, waardoor onze kromme getransfor-
meerd wordt in een kromme u = u(t), v = v(t), dus w = utlv= w(t), be-
paald door w = f(z(t)).

De raaklijn in het punt w = £(z), d.w.z. het punt f(z{tg)) maakt
volgens het zojuist gevondene met de positieve u-as een hoek {5 =

= arg w'(tc) = arg 3%" f(z(to)) = arg (f'(zo).z'(to)) = arg f'(%}+d¢,

zodat de oorspronkelljk@ kromme na de trasnsformatie gedraaid blijkt
over een hoek X = arg f'(zo), Hieruit volgt onmiddellijk dat de hoek
van 2 krommen in het z-vlak door een transformatie w = f(z) waarin
f(z) in een punt z analytisch 1s en aldaar voldoet aan f'(z) # O, onge-
wijzigd blijft. Het 1s daarom dat men de afbeelding w = £{z) onder de
genoemde voorwaarden conform noemt,
Opg. 1. Laat zlen dat door de transformatie w = log z bewezen kan wor-
den dat de raaklijn in een punt a aan een cirkel loedrecht staat op
de straal. (Neem als cirkel de eenheldscirkel. Kles s erop en trans-
formeer deze cirkel en ook de rechte 0Oa).
Opg. 2. Toon aan dat de cirkel \z| = r doer de transformatie van z +-%
overgaat in een ellips, tenzij r = 0 of 1 is. Waarin gaat de cirkel in
de cirkel in deze gevallen over?
Opg. 3. Beschouw een analytische functie w = f(z) met £'(a) = £"(a) =
B .. = f(n'q)(a) = 0; f(n)(a) # 0. Toen asn dat de ‘hoek van twee krom-
men in het z-vlak, gsande door a, % maal zo groot 1s als de hoek der
getransformeerde krommen in hun snijpunt f{a).
Opg. 4. Voldoet een analytische functie w = f£(z) a2an f'(a) = 0, dan
kan de afbeelding van de omgeving van het punt a nlet omkeerbaar zijn
(verg. opg. 3).

Alvorens nog enige speciale afbeeldingen te beschouwen leidcn wi,
een elgenschap af van cirkels en rechte 11jnen.

WiJ brengen deartoe de vergelljking van een cirkel met midde.puni
n en straal » in een lets anucre vorm dan de pebrulkell jke gedaantc

kz-m| = r. Laat nl. p en q eun willekcurigpaar ten opzlchte vea de
cirkel inverse punten voorsteilen, 4 w.z. p, @ en m zijn collinea.n,
m ligt nlet tussen n en qQ en \r-m . \g-m | = rz. Men kan dan stcllea

2 :
p-m = aeiﬁ’, Q-m = %; el V,

waarblij W = arg (p-m) is. Stelt men z-m = reiw, dan geldt
52‘ | = \z—m+m- \ _ \reiqiaeiw’ \ a \ reiw-aeiy\a a
Z-p 2-non-p =

z- Z -m-+m- ) =7 1§ 1

Q q rel9 %? oLy ae Ype* ¥
Ook de punten van een rechte voldoen aan een dergeli jke betrekking.
Vormen nl, p en q e¢en wlllekeurig puntenpacr waarvan de rechte de nid-
denloodlijn 18, dan geldt kennelijk voor elk punt z der rechte

} -
lg_’%\n 1,
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Omgekeerd beschouwen wij twee willekeurige punten p en q van het cour-
plexe vliax 2n een re¥el getel u > 0, dan liggen alle punten dle vol-
Jdoen aan de vergell jking

op een rechte zls uw =1 « (o s trivises) en fl3 u # 1 18, OF won
cirkel, ten orzichte varevin fe -unten ;| &n Q 2.1, 28rs inverse Z1 .4
Imrers ult \z-p| = ulz-ol voler

e
s - s

— — — AR D —
Z7 - PZ - P& o+ W 7 W 1Z - W g -~ Win + Q9.
dus, z = x+ly ctellends
‘e s ‘:,:‘ . - N . ol 8 -
(1-u) (x%43%) - 2x(( 5-u® nay - 2y(No-uflq) - o - u%qq =
2

» Dl Cw
hetgeen een clrikel voerstelt net at.de . vunt . = ——~?3 en een sglianl .

. “ . . -Uu uip-~
dle nz een elementaire berc-.r.ng /el W Lio kKt 1 te zijn aun —LRQ%L.

RESS
Verder is o
u 1) 3=
41 e
Y oo ‘ ; .
QS ; q = u" 4 0, wasruit v i7. Jdst m, 0 en 1 colilneslir zi n en o

niet tussen p en ¢ ligt, «n ver 2

\ m-p! {m-qy =

zodst inderda:d p en q invere zeleren zljn ten npzichte van dezc .-
kel

Vervol;ens beschouwen . L. o roken Lonesire  foeelulngen

v - uu""d 111 o J"‘““"d
v o= fe2) = o s m o= oy

wearbl) 2, b, ¢ en d complex: :etzllen voo. ztell.n en -d-be #

7= MMOLR W s % toegevoeg on 2. 7 = - % het wunt w = ~» . I8 ¢ = OO
dan corresponderen 2 = . en W = a. My =.Ks
Uit

£ (z) = ,EQ;EE, # 0 Ty oz ow s
(z+)°

‘ : 4 . .
volgt dat voor 2 # ~., 2 # - — ae afbelloing <ontorwm 1.

2 3 - . W - =" . . o
Wiy paessen deze tronsformat. . tog op de srommer. iw—w = U ol Ll

gty !
den dan na ven k. 'te herleidin
” ““’“pjl C4d
=z AT = 1 . B ' ‘,
‘wﬁqq = Uy, wiarbl] Py t(p). a, r(q). u, = u§ pod |

Er kowt dus wesr cen kromme van hectzelfde tyrne ¢n de punten Pq =0 Gy
weorin p en q deoor de transf{ormatie zljn overpcgaan. liggen lnvers
ten opzichte van de nleuwe kromme.

Wij geven thans met behulp van het bovengevondene een sflelding
van een bekende stelling ult de planimetrie, dsot de clrkels van Apal&mﬂ

nius van een willekeurige driehoeik elkasr in hun twee snijpunten onder
hoeken ven 60° snijden.



Leat nl. a, b en ¢ de hoekpunten van een gegeven driehoek zijn.

Dan zijn & en b elkasrs inverse ten opzichte van de door .c geande
cirkel 03 van Apollonius éng. Er is een gebroken lineaire transforma-
t'e te vinden die de punten &, b en c overvoert in de hoekpunten 2';
V' en ¢' van een gelijkzljdige driehoek. Hierdoor gaan de cirkels ven
~-,0llonius van di‘lehoek abe over in de cirkels van Apollonius van QAo c-
twew 8 b'c!, d.w.z. in de dr.e hoogtelijnen vun deze driehoek. Dez¢
L Jden c¢lkaer onder hoeken van ioo, dus omdat de beschouwde linecive
s 'nevlding conform is, 18 dit oc~ het geval met de Apolloniuscirkcls
“on drichouk abe,
Juapstelling Als f(z) enalytisch is op en binnen de eenheidscirkel,
2iu verder f(0) = O en| o(2) = 1 voor {z| = 1, dan 1is voor elke 2
binnen de eenheldscirkel | £(z) 1< 2.
Bewi:s: Daar £(z) analytisch en f(O) = 0 is, 1t oemk de functie g(z) =

ﬁ%fl overal or en binnen de eenheidscirkel analytisch. Verder is 2p
e eenheldscirkel | g(z) ] = ‘QLEL‘ = 1. Volgens het maximummodulustheo—
cems (z1e blz. 38) 1s dan overal binnen de eenhelscirkel | g(z)| <
sas 1 (2)) € jz).
Gevoly . Als f(z) bovendien nog een-eenduidig is, dan geldt heb gevon-
dene ook voor Je omkering van f(z), dus |z |< |f(z)|. Derhalve gzllt

f{z)} = |z | overal op en binnen de eenheidscirkel.
e TunaTie 7(2) = i%?l heeft dan overal op en binnen de cenheldscir<i.
.on ihbeniute waarde 1, Op zrond van het maximummodulustheorems (C-z 33)
celdt der g(z) = ¢, met |c| = 1, dus f£(z) = cz overal op eén bianen uc
cenhiviascirkel. Wil vinden dus:
stelling. Iedere conforme afbeelding f(z) die de eenheidscirkel in z-co-
zeli’ ufbeeldt en de oorsprong invariant laat is vean de gedaante f(z)=cz,
wAaarbliy; Yo v = 1. De afbeeldin, '8 dus een draaling om de oorvrsprong.
WiJ zoeken nu de¢ linealre transformatles die de eenheidsclirkel

in zichzelf nvervoert en een punt m 1In de oersprong. De punten m en
5“1, Invers sclégen ten upzlchte van |z | = 1, moeten dan overgaan in
de punten O 2n -, die invers liggen ten opzichte van 'wi= 1. Z1]

- %%{% de gezochte transformatie. Dsn goldt dus m = - %ﬁ ma - %g der-
hilve

& Z-M

=3 Wz
Verder moet een punt z met {2} = 1 overgaan in een punt w met | wi= 1,
aus

a z
1=\gl =l )
Stelt men - g‘“ eit, waarblj t re8el 1s, dan luidt de gezochte transfor-
matie dus
it z-m

W o= € aer 0

Men merke nog op dat dc transformatie overcl conform is op en binnen
de eenheldscirkel, want haar singuliere punt m wl ligt er Quiten.
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Opgave 5. Men overtulge zich ervan dat de hier op heuristische wijze
verkregen transformatie inderdaad aan de gestelde eisen voldoet.
Opgave 6. Men bewijze op een analoge manier dast alle linealre trans-
formaties die het bovenhalfvlak (d.w.z, de verzameling der punten

z met 3 z 2 0) overvoeren in de eenheidscirkel (d.w.z. de verzameling
der punten z met yzi < 1) van de gedaante

it z~-m

W = € o

z1ljn, waarbij m ecen willekeurig complex en t een willekeurig redgel
getal is.

Ten slotte bewijzen wij de volgende belangri jke
Stelling, Icdere conforme transformatie dle de eenheldscirkel in zich-
zelfl overvoert is lineair.
Bewijs: Laat £(z) de eenheldscirkel in zich zelf overvoeren. Zij £(0)=m.
Z1i3 g(z) de hierboven afgeleidec lineaire transformetie die de een-
heldscirkel in zichzelf overvoert en zij g{m) = 0. Volgens het zoeven
gevondene geldt dan

g(z) = n %%%—, waarbij in)| = 1.

De transformatie h(z) = g(f(z}), die eveneens conform is, voert d-n
zowel de eenheldscirkel als de ooraprong in zichzelf over, dus volgens
de vorige stelling geldt h(z) = cz met {c| = 1. Bij gevolg is

_ f{z)-m _ _ cz-nm _ Z-bm _ g e
h(Z) = n Zy - ¢z, dus f(z) = o T SF-b met {b) = 1, waarne.c

de bewering is bewezen.

Het 1s nu mogelijk in tal van gevallen de meest algemene conforme
afbeelding £ te geven, die ecen gebled A in een gebied B overvoert. Men
bepale daartoe eerst een speciale conforme afbeelding g die B over-
voert in de eenheidscirkel E en een speclale conforme afbeelding h die
E in A overvoert. Dan 1s de transformatie gfh de meest algemene die
E in zichzelf overvoert en dus, blijkens het voorgaande gebroken li-
nesir. Uit de bekende gedaante van gfh bepsalt men dan de gezochte
transformatie f. '

Opgave 7. Bepaal de meest algemene conforme atfbeelding die het gebled
Gz 4 overvoert in het inwendige van Jd¢ cirkel (z| = 2.

Wij beschouwen nu nog e transform=atie w = 22, die overal behal-
ve 1n de oorsprong conform is. Doo. deze trensformatle wordt het z-vlak
afgebeeld op het'dubbelgetelde" w-vlak., Immers een gebled otarg z < {3
gaat over in het gebled 2o Jarg w < 2 (3. Zodra {3 .« )T7is, wordt ecn
‘Qeel van het w-vlak twee maal overdekt.

Het bovenhalfvlak, de positieve re8le as en de oersprong worden
reeds in nhet gehele w-vlak overgevoerd.

De rechten @\w = a zljn de beelden van orthogonale hyperboleﬁ
x?—ygza en de rechten Y w = b zijn de beelden van orthogonale hyperbo—
len xy = %b. Omdat de transformatie voor z # O conform is, snijden de



door een punt z # O gzande hyperbolen van de beilde typen elkaar or-
thogonezal. In de oorsprong maken ziJ echter hoeken van 45° (vergelijk
ope. 3).

De transformatie w = log 2z voert ook het z-vlak conform over in
het w-vlak in de omgeving ven ieder punt z # O. Hier heeft echter elx
punt z oneindig veel beelden w = loglz| + i(arg z + 2k7) (k = O,+1,...})
Binnen een strook « £ "dw < o+ 2T is slechts één beeld w gelegen.

Bij de inverse transformatie w = e? wordt het gehele z-vlak
afgebecld op het w-vlak, uitgezonderd de oorsprong w = 0. Deze trans-
fcrmatie is conform in de omgeving ven ieder punt z. Een punt w # 0
heeft echter vele originelen.

Wij vragen ons nu af hoe de meest algemene transformatie luidt
die het 1e quadrant van het z-vlak overvoert in het inwendige van de
eenheldscirkel. Nu voert de transformatie s = 22 het 1e quadrant over
in het halfvlak 3 s > 0. Men heeft dus nog te bepalen de meest alce-
mene transformatie die dat halfvlak overvoert in het inwendige van
de eenheidscirkel. Hiervcor vonden wij in opgave 6

W= el 520 s
S -1 5
dus de gezochte transformatie luildt w = e1t Eg%% .
Z -m

WiJj bepalen als ~-rdz2re toepassing de meest algemene conforme
transformatie die de strook 0 < Rz <1, 4z > 0 afbeeldt in het in-
wendige van de eenheidscirkel.

Hiertoe passen wii eerst de conforme transformatie s = 2wWiz toc
die de beschouwde strcok overvoert in de strook Gis <0; 0 Bs
De transformatie p = ¢ voert dcze strook over in het inwendige van
de cenhelidscirkel. Ten slontte mret dan het p-vliak conform op het
w~-vlak worden efgebeeld, waarblj het inwendige van de eenheldscirkel
invarlant blijift. Hierveor vonden wij hierboven

2miz
Jus w = %-5535_9—“1, (1o} = 1, m willekeurig)
e m-b

T
Wi, bepuLen nos ool v Tornetie die het gebied yz\ a1, ‘A 5> 0

E o)

[T Vi

W o=

overvncrt in het gebled 3w 0 Nu weten wij volgens opgave O dat de

iinealre transformatie
it is-m

Z o= e :
is-mM

(t regel)

ce imaglnalre c-as overveert in de eenheidscirkel. Eist men ook noz

dut de regle as bij deze transformatie invariant blijft, dan vindt men
-C :

pemakkelijk z = + "= (¢ retel),

Opgave 8. Bewijys dit

De transformatie z = - %i%-(c regel) voert derhalve de positieve ime-
ginalre as over in de kromme |z} = 1, Yz > 0, Dus de inverse trans-

S,
=

formatie s = E%Q%EL voert  het gebled lzl < 1, vz > 0 over in het

2
eerste kwadrant van het s-vlak en de transformatie w = s% = c( 1“?
1+z

levert ons de gezochte transformatie.



Hoofdstuk VIII. De T -functie.

§1. Oneindige producten,

Eerst geven wij een inleiding over oneindige producten.
o0

Een uitdrukking QZ; u wordt convergent genoemd als vanaf een ze-

kere index k geldt dat un¥o is en als verder de rij Upes WUy g s

ukuk+1uk+2"" een limiet #0 bezit. Is deze limiet u dan schrijft men

ﬁ,] 'U.n = u,lug...uk_,‘u.

Gevolg, Een oneindig product is dan en slechts dan nul als tenminste

een der factoren nul is. (Ga dit na!l). N
Bi% een convergent oneindlg product volgt uit lim gj; u, =
+1 N-~eo 7
= 1lim gz; un¥0 dat 1lim uy="1. We schrijven wel u =1+a, en hebben dan

n-=eo N — o os

lim g _=0. Een oneindig product T%A (1+a_) wordt absoluut convergent
O —en D n= n

genoemd als het product ;ﬁ% (1+}an\) convergent 1is,
Het is mogelijk dat de grootheden a, functies zljn van een veran-
derlijke z. We bewijzen thans de volgende fundamentele
Stelling. Zijn alle functies fn(z) analytisch in een gebied G en is de
&0

reeks 5;1 lfn(z)l uniform convergent in ieder afgesloten deelgebied van
G, dan stelt de uitdrukking
o0
F(z) = 1T, (1+£,(2))

een overal in G analytische functie voor,
Bewijs. Er bestaat op grond van de tweede onderstelling een index h
zodat voor n > h geldt

£, (2) | +. .ot |E, (2)] < 5,

dus in het bijzonder \fn(z)|< L en 1+f (2)#0.
Verder voeren wij in de grootheden

N
(1) PN(Z) = g;& (1+fn(n)) (m>h).
Dan heeft men

N
! N S 5,(2)]
|Py(2)] < g:; (1#] o, () ifn(z)’_ n=m

1
‘ < AE; e =e Le2 (2,
dus vinden wij voor N2h
|Psq(2)-By(z)] =|Py(z) feq(2)] < 2}fN+1(z){

en : DP+q 0+d
g:: (PN+1(Z)—PN(Z))<‘< YT fN+4(z) {,
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29,
waaruit blijkt dat de reeks %;ﬁ (PN+1(z)wPN(z)) absoluut en uniform

convergent 1s en dus een analytische functle voorstelt, Hieruit volgt

o0
det de limiet 1lim PN(z)a o (14f (z)) evencens een in leder afgeslo-
N-yeo =

ten deelgebied van G analytische functie P(z) voorstelt,
Opgave 1. Ga na dat deze functie #0 is voor alle G in z.

Opmerking. De functic

(2) R(z) = 1T, (142, (2))

wordt wegens P(z)#0 slechts nul in die punten waar &én der factoren
ﬁ+f1(z),...,1+fm(z) nul is,

Wij bewljzen ook nog dat de formule (1) logarithmisch mag worden ge-
differentieerd, dus dat

F'(z w f,'(2)
Z = e, ﬁ+?nlz§ ’

mits het punt z geen nulpunt is van F(z).
Inderdaad, wij vonden hierboven dat

F(z) =(1 +f,(2))... (1+f_(z)) P(z),

]
F‘gz} - z? fn (2) + P'gz!
z n="1 '+?n{zl “
(%]

" De absoluut en uniform convergente reeks I (PN+1('}“PN(Z)) mag terms-
N=m

dus

gewljze worden gedifferentieerd en levert dan op

Pr(z)= & (Byq (2)y'(2)) = 1 Ry'(e)

Dus wegens (1)

t N f_'(z)
P {(z . Bz n
= lim = lim ¥ T T
z N=eo N\ Noes n=m " tn
en
iy e fn1(z)
z n= gl )

Het bovenstaande passen wij toe om in navolging van Welerstrass
een complexe functie te maken die in vocrges:hreven punten polen of
nulpunten bezit, B.v. de functie de nulpunter bezlt in de punten O, +1,
+2,... dient, als oneindig product gesckrevea, zeker de facloren z,

1 + %, 1+ %,...,ﬂ + % te bezitten, zodet men hlervcor het product

fe e ]

2
P(z) = z gz; (1- E?)
n

zou kunnen proberen. Ditproduct convergeert indcrdaa. wegens .
if 22 B ZZTTE
2 T 6

n=1 n
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pok de tunnkia gin g heeft als aindige nulpunten slechts de gungen
G, 1, 42,.‘. Hup quotidnt @(z)u 9 nv‘z is dus een geh@lﬁ functie.
Indecdead heefs men (zle blz.60, Obg.3)

'(z P'(2 i, L1, 2 22 ;
%r%y% b ?Téjlf" et T 2 o= g + ££1 -y - ntcot T z=0.

&.-n
due Q(z)=c (ocppetAnt) en ¢ sin rrz~P(z). Deelt men beide ledep door z
enn last men daarha 2 tot O naderen. dan vindt men de waarde van c en
tenslaotte het resultast

o0 2
Bip e = 173 ;ﬂﬁ (1- %ﬁ)f

$2 De T-functis,

Thena geven wi,) een andepe toepagsing van haf povenateande #p
vregen neap een functie F(w) die ip de punten 0,-1,-8,... polen heeft
van de gavpte ords en overal glderg ip het eindige analytipeh i@. Vaor
Ret paciproke diep functie gou men in eerste instgntie willep nemen

ey " E o (1 B

meap wegens de divergoentie van de reeks g: ﬂient biJj elke factor
1

nog cen nulpunte- en polenvrije factar worden toegevoegd, zodanig dat
het dan verkregsp producx convergeert, Wij nemen hlervoor de e-macht

'nv-

e " cn proberen pu

o - Z

P%?T = Z gza (1+ i)e m,
Wegens e %n 1~ % + O(ig heeft de n® factor nu de gedaante 1- —2 +O(1 Yo
51+O(—g) en wegens i E: 1?"““ is de nu verkregen uitdrukking cog-

n=1 n
vergent Natuurlijk krijgen wij nu maar een willekeurige oplossing van

ons probleem, Qok ei(z) F%ET waarin f{z) een gehele functie is van z,

voldoet. Wij doen nu een keuze en definiéren

- -z

Cz n

1
-—r‘_ Z) = Z€ r‘m’? (14' ")e #
waarin ¢ de constante van Buler -

C= lim (14+...+ g - log N)

N e
voorstelt.
Laft N
Men heeft dan 1 5™ (Log(1+ “)_ ,)
o < s e = € um

N> e
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N
5 (log(N+1)-1-3.., .- %)
= ékc lim Qnmq = GCQ-CMQ,
N o0

dus I (1)=1. Verder hceft men voor willekeurige z(#0,-1,-2,...)

N 1
M (z+1) z C ., T _n+z .0
Flz)y ~ z#1 © im oy n+z+3 -

N o0
e 2 C lim z+1 g:ﬂ
Z+1 S '

N = o

jo ] PN

z ¢ C 1im
N->o»

dus T (z+1)=2 1 (z) (1¢ functionaalrclatic der T -functie). Bijgevolg

hzeft men voor natuurlijke m de relatie [ (m)=(m-1)!

Voorts heceft men voor niet gehele z de tweede functionaalrelatie der

[ -functie

~log(z+N+1)+ 145+, . . + %

i

mz,

% 2
1 . gl o, TIT 2y _58in mz2
FZ FT=2T = FlEz  Fiez) = 2 o= (10 2 = =

In het bijzonder volgt hierult voor z=%

2

) = L~ =T, dus I'(3) =VR (want [ (3) > 0).

H
o M

\, °

Opgave 1. Bewijs dat [ (3)
Opgave 2. Geef voor gehele n cen formule voor I (n+d).

Verder vinden wij nog N . N
1 (M. F - log N)T N -z 1In+z
T - ZN%iS e N e (ﬂ+ —)L = zﬂ%jng neq T
= lim Z(Z+1);"(Z+N) (formule van Gauss).
N - en NINT

§3. Integraalvoorstcllingen.

Wij geven thans cen geheel andere voorstelling tvan de [ -functie
(gegeven door Euler) en wel een waarin integralen optreden, Hiertoc
gaan wij uic van de door parti€le integratie gemakkelijk af te lelden
formule (waarbij n ccn natuurlijk getal is)

1
z(z+2§...(z+h) - j[ (1-0)" t# Nac (Re 2 >0);

O

hierbij is de¢ integrand zo gedefinicerd dav arg z=0 voor z> 0.
Opgave 1. Bewijs deze formule,
Uit deze Tormule volgt onder gebruitkmaking der formule vai Gauss

dat 1 o, n .y
F(z)= 1im j(fz..t) £2=7 nZaeo ,1im[ (1- "% Tqu.

n=oe - e
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Wij tonen nu aan dat de laatste limiet gelijk is aan JFZ~u uz'qdu en
hebben dan de formule van Euler 0

oy

r(z) = -[ e % gy (Re 2z ) 0)
0
gevonden, Het 18 voldoende om aan te tonen dat

1im j {(*1.. 9;)”.43““; u?lau = o
17 -5 oo n

i8. Nu heeft men

uyn ,  =u
(1- BHne oy,

dus de laatste intcgraal is, absoluut genomen, ten hoogste gelijk asan

n p )
j‘{e‘u-(ﬁ- %)nﬁ T du<J i j .
0 O p
o] o0
= [. {e'u-(ﬂ- %)n;}ux'1du + J'o'u u*au.
O p

Allercerst kiczen wij nu p zo groot dat de laatste integraal < 3 € is,
Verder kiezen wij daarna n zo groot dat voor O0¢us p geldt
(;wuw( 1 Y

SE)" < pex p

N 3

hetgren wegens lim {ﬁ"“w(ﬂ— %)nf = 0 mogelljk is.
n-ae

De cerste integraal is darn tc majoreren door

P
3 Cxp~* j‘ w*Tau = 3
0
en hiermee is het gewenste resultaat gevonden,
o7
Opgave 2. Bewijs j' e” KT 12-4¢ J:i%l (Re 2> 0, Rek > O0).
4 1 Z

De thans afeclceide formule van Euler was door hem opgesteld
met de bedoeling om a.h.w. cen interpolaticformule voor de functie
f(n)=(n-1)! te vinden. Hetgeen hicr is bereikt, is meer. Ook voor
sommige complexe z (nl. die met Re z >0) convergeert de gevonden inte-
graal., Do vraag blijft of ook voor andere complexe z een integraalvoor-
stelling van de¢ [ -functic mogelijk is. Dit blijkt het geval te zljn;
zo'n veorstelling is gegeven door Hankel,

Beschouw de intcgraticweg C bestaande uit de volgende dric gedeel-
ten
I. de positicve re¥lc as doorlopen van e tot 4 ( $>0);
II. de cirkel met straal © om de oorsprong, ecnmaal in positieve
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zin doorlopen vanuilt het punt ) H
111, de positieve rcéle as, doorlopen van d tot oo .
Voor Re 8 >0 bekijken we nu de zgn, lusintegraal

f(-:z)s'1 e"%dz,
¢

waarbij ter definitic van de integrand genomen 18

arg(-z)= -1t op I, arg(-z)}m op III.

Dan heelt men:

oD
‘[ - f L=X 451 (Cvti(suﬂ)‘u- ni(s~1))dx
I+1I1 ¢ .
= 21 sinm (s-1) 5 e * x3 Yax 4 -21 sinw s T (s) als & = O,
é
Verder geldt n .
AP iy 8
j = |1 f aﬁét (d ¢ 14 ) dy
i -7
< 271 max eé cosy gRe s - pIm s 50 als §40
Mg 84T

omdat Rc s >0, Dus

Him f(“z)s_/i ¢7%dz = -21 sinm 8T (s)
5—40 o

en na gebruikmaking van de 2% functionaalrelatie der I -functie

I
1im f (-z) 'ds = - 22T

e ¢

Ja0o ¢ M (1-8)
Wegens de stelling van Cauchy mag de Integratieweg worden vervangen
door cen willckeurige lus, dic in het oneindige begint en met cen po-
siticve slag om de corsprong loopt om weer in het oneindige te ¢indi-

gen, Wij schrijven

(o)

Daar beide leden analytische functies zijn van s voor alle eindige
s vindt men na analytische voortzetting dat het gevonden resultaat
geldt, nict allcen als Re s » 0 is, maar zelfs als 8 willekeurig com-
plex is.
Opgave 4. Ga na wat het afgeleide resultaat oplevert voor natuurlijke

8 en verklaar het dan gevondene,
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§4, B-integralen,

Naast de [ -functic zijn in do practijk van belang de zgn. B-
integralen 1

B(p,q) = [ xp“q(’inx)q”qu (Re p>0, He g>0).
0
‘ ot e e Bip)B(qg ,
Wij bewijzen dat B(p,q) = is. Men heeft nl,
B(p+q)
[V e
M(p)M(q) = ( ¢ *xP"Vax ! e"yyq"ﬁdy
) o
[ 2 ’ L] 2 .
= 4 j "W 2P gy \[ ¢V e lgy
°, F o
_ oy R P «" Yo T
= U j ff;: r pePTeq 1(:(i)ﬁs”l“ 17:» (iirs""q ]70 dr df
o o
st
7 2p-1 2q-1
= 27 (p+q) f cos P77y sin a pdyp .
o

In de laatste integraal stelle men cosy =t, waarna men gemakke-
1ijk vindt dat ze gelijk is aan 3B(p,q), waarmee het gewenste resul-
taat 1s gevonden.

Opgave 1, Voer dat uilt.

Opgave 2, Bewljs voor Re n » =1
A

Tl 0 s,
(fosn?{,j _ ()T (nes)
g s - r(}gl’%ﬂ)

Evenals voor de [ -functie cen lusintegraalvoorstelling,geldig
voor alle z, van Hankel bestaat, is or voor B(p,q) een integraalvoor-
stelling, geldig voor alle p en q; deze 18 gegeven door Pochhammer,
Wij zaan daarop hilcr nict verder in,

Als tocpassing berckenen wij de inhoud In(R) van de n-dimensionale
bol mot straal R, dat wil zcegen van de puncverzameling gegeven door

.

2 2 2
Koo oot % R,
1 n
‘ . . : , n
Wiy bewijzen dat deze gelijk is aan ¢ R en geven voor de getal-
L. td &4 n

1lun cﬁ cen rocursicrelatio,

Voor n=1 heeft men chze.
Opgave 3. Bewljs dit.,

- . n--1
Z1ij thans de relatic IF 1= QR
§ - § -

dimensionale bol met straal R mel cen vlak xnztaﬁ sing . De doorsnlj-

=

alfgeleid, Doorsnijd nu de n-

dingsfiguur is de (n-1)-dimensionale bol

~y I
o 4
791

2 2 .2 2
Xy T X =R“-t“=R“cos
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en heeft dus een (n-1)-dimensionale inhoud I (R cosy ).

Dus 4

2 I‘ I,.4(R cos y )R cos yp dy

O 'ﬁﬂ‘

n n -
= 2 Cnuqﬁ J' cos'y dy 2 “cﬁmqﬁ

o

C(3ne)0(3)
T (3n+1)

wegens het resultaat van opgave 2.
Uit c,=2 vindt men dan door volledige inductie direct

c ~£;i§li~

D (ne1)

Opgave 4, voeor dit uit,.

Wij vinden dus I (ﬂ)~ TT%%lMMT R". Voor de oppervlakte On(H) van
S+

de n-dimensionale bol vindt men dan
d I_(R) 5 (x)P
n & - n"q
o (r) - ont® 2.0 )7 e,
C (x)
Als tocupassing geven wilj nog de integraal van Dirichlet
aq~1 an=1 an—1
‘/fﬁzq+...+tn)t4 t, conty at,...dt,

uitgestrikt over het gebied G, bepaald door tﬁa O, tgz O,m.},tn& O en

Cyte. okt $10 Stelt men tqs(ﬂ-v)u,igmvu, dan gaat de intcugraal over in

. ay-l @y eay-1 -1 -1
fi{u+ﬁ3+...ap)(4~v)’ u 't yer £, 7 L.t Fner dudvde
) i

vi“\@t 5
n
; _ 3 3
Uit@uStPukt over ven gebled H met ug0, vz o, 3“ O,...,tn> o,
u+t .- 1, v¢1, dus 1n
( r‘(:o) A, 4a,-1 2,1 a_ =1
u+* L+t )u e b, 3 ...t 7 dudt.,,,d
r(.\ %" 3 0 3

uxtgcstvuka over het goebioed K dat ult H ontstaat door de e¢isen voor v
weg to laten, Dezo intograal is van hetzolfde type als de oorspronke-

ligke, maar heeft <én intogratic-veranderlijke minder, Zo voortgaande
vindt muen ten slotte dot do oorspronkelijke integraal gelijk 18 aan

: . ] "
SECTRTONN pICHD B L SO SRT R
f(s)s ds,
r‘(m1+...+ﬁn) S

Tocpassing, Bepaal het tr?aghuidsmmmunt T om d¢ z-as van de homogene
f 2
7

ellipsotde Sy + Ly v Ep = 4 met dichtheid 1.
a b~ ¢
2

Men vindt T = f(x2+y ) dx dy dz = 8] X dxxﬁydz+8] yzdx dy-dz, de %aaté
ote?tww .mtwurw len ;gug& stpo kt ov%r het gebled x20,y2 0,22 0, % +y_2-4-

+ m? Stelt rien ﬁw =y ig =V, ﬁg =W, dan vindt men na Luupasaang
BC bu @ ‘%

van de formulc van Dirichlet het antwoord gt abe (a%+b7) .



